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PROLOGO

Estadistica aplicada bdsica (version en castellano de The Basic Practice of Statistics)
es una introduccion a la estadistica para estudiantes universitarios que enfatiza
el trabajo con datos y las ideas estadisticas. En este prélogo describo el contenido
del libro con el objeto de ayudar a los profesores a juzgar si este libro es adecua-
do para sus alumnos.

Principios bdsicos

Hasta ahora, los cursos de introduccién a la estadistica se centraban en la probabi-
lidad y en la inferencia. Estadistica aplicada bdsica refleja una nueva corriente en la
ensefianza de la estadistica en la que el anélisis de datos y el disefio de métodos
para su obtencién constituyen, junto con los métodos de inferencia basados en
la probabilidad, los temas principales. Los estadisticos han llegado a un amplio
consenso sobre los contenidos de cursos universitarios de introduccién a la esta-
distica. Tal como dice Richard Schaffer: “con relacién al contenido de un curso de
introduccioén a la estadistica, los estadisticos estdn mucho méas de acuerdo ahora
que cuando yo empecé a trabajar”.! La figura 1 es un esquema de este consen-
so de acuerdo con la Sociedad Americana de Estadistica (ASA) y la Asociacién
Americana de Mateméticas (MAA).?

Como miembro que fui del comité conjunto de la ASA/MAA, estoy de acuer-
do con sus conclusiones: aunque el trabajo con datos puede suponer una ayuda,
fomentar el aprendizaje activo es tarea del profesor. Por ello, las dos primeras
recomendaciones son los principios directores de este texto. Si bien el libro es

ID. S. Moore et al., “New pedagogy and new content: the case of statistics”, International Statistical
Review, 65,1997, pags. 123-165. El comentario de Richard Scheaffer aparece en la pagina 156.

2George Cobb, “Teaching statistics” en L. A. Steen (ed.), Heeding the Call for Change: Suggestions for
Curricular Action, Mathematical Association of America, Washington, D.C., 1990, pags. 3-43.
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elemental con relacién al nivel de matematicas exigido y a los procedimientos es-
tadisticos que se presentan, aspira a facilitar a los estudiantes tanto la compren-
sién de las principales ideas de la estadistica como la adquisicién de una serie de
habilidades ttiles para trabajar con datos. Los ejemplos y los ejercicios que se pre-
sentan, aunque estan pensados para principiantes, utilizan datos reales y dan una
informacion general que permite a los estudiantes comprender el significado de
sus cédlculos. A menudo pido a los alumnos conclusiones que son algo mas que un
nimero (o “rechazar H,”). Aparte de hacer cdlculos y sacar conclusiones correctas
o erréneas, algunos ejercicios exigen hacer valoraciones. Espero que los profeso-
res fomenten en clase un amplio debate sobre los resultados de los ejercicios.

1. Ayudar a pensar como estadisticos:

(a) Lanecesidad de tener datos.

(b) Laimportancia de la obtencién de datos.

(c) La omnipresencia de la variabilidad.

(d) La medicién y calibracién de la variabilidad.

2. Ofrecer mas datos y conceptos, y menos teoria y férmulas. Siempre que sea
posible automatiza los célculos y las representaciones gréficas. Un curso
introductorio debe:

(a) Confiar plenamente en datos reales (no que solamente lo parezcan).

(b) Enfatizar los conceptos estadisticos; por ejemplo, causalidad frente a
asociacion, experimental versus observacional.

(c) Apoyarse mds en los ordenadores que en las férmulas de calculo.

(d) No dar demasiada importancia a las demostraciones matematicas.

3. Fomentar la ensefianza activa, a través de las siguientes alternativas al es-
tudio individual:

(a) Discutir y resolver problemas en grupo.
(b) Hacer ejercicios con ordenadores.

(c) Trabajar con datos obtenidos en clase.
(d)

(e)

Presentar ejercicios por escrito y exponerlos en el aula.
Disefiar proyectos estadisticos de forma individual y en grupo.

Figura 1. Recomendaciones de la Sociedad Americana de Estadistica
(ASA) y de la Asociacién Americana de Matematicas (MAA).
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Los capitulos 1 y 2 presentan los métodos y las ideas que unifican el andlisis
de datos. Los estudiantes agradecen la utilidad del anélisis de datos, y el hecho de
que realmente puedan hacerlo alivia un poco su inquietud sobre la estadistica. Es-
pero que los estudiantes se acostumbren a examinar los datos y que sigan reali-
zando este andlisis aun cuando el objetivo principal del anélisis sea dar respuesta
a una pregunta concreta mediante inferencia. El capitulo 3 trata sobre el muestreo
aleatorio y los experimentos comparativos aleatorizados. Estos, pese a encontrar-
se entre las ideas mds importantes de la estadistica, suelen omitirse injustamente
al iniciar su ensefianza. El capitulo 4 se basa en las ideas del capitulo 3 y en las
herramientas del andlisis de datos del capitulo 1 para presentar el concepto de
distribuciéon muestral y, de una manera informal, el lenguaje de la probabilidad.
El capitulo 5, que es opcional, presenta material adicional para cursos que exijan
presentar la probabilidad de una manera més formal. El capitulo 6, que describe
los razonamientos en los que se basa la inferencia estadistica, es la piedra angular
del resto del libro. Los restantes capitulos presentan métodos de inferencia apli-
cables a diversas situaciones, dando especial énfasis a los aspectos practicos de la
utilizacién de dichos métodos. Los capitulos 7 y 8 presentan los procedimientos
basicos para hacer inferencia a partir de una y de dos muestras. Los capitulos 9,
10y 11 (que se pueden leer de forma independiente y en cualquier orden) ofrecen
una seleccién de algunos temas méas avanzados. El capitulo 12 es una introduc-
cién a los métodos inferenciales no paramétricos.

Tecnologia

Los célculos automaticos aumentan la capacidad de los estudiantes para resol-
ver problemas, reducen su frustracién y les ayudan a concentrarse en las ideas
y en la identificacién del problema mas que en la mecdnica de su resolucién.
Este libro exige de los estudiantes que dispongan de una calculadora que pue-
da hallar la correlacién y la regresion lineal simple, asi como la media y la des-
viacién tipica. Como los estudiantes tienen calculadoras, el texto no discute las
férmulas de calculo de la desviacién tipica muestral o de la recta de regresién
minimo-cuadrética. Los programas estadisticos tienen considerables ventajas so-
bre las calculadoras: la introduccién y la edicién de los datos es més facil, y los
graficos son mucho mejores. Animo al empleo de programas estadisticos siem-
pre que los recursos y el tiempo disponible para desarrollar el curso lo permitan.
Este libro, sin embargo, no da por supuesto que los estudiantes utilizaran estos
programas.
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En el texto aparecen resultados obtenidos utilizando diversas tecnologias co-
mo por ejemplo calculadoras avanzadas, hojas de cédlculo o programas estadisti-
cos como el Minitab. Utilizar diversas tecnologias se ha hecho deliberadamente:
los estudiantes tienen que entender que los procedimientos estadisticos que apa-
recen en el libro son universales. Teniendo conocimientos basicos de estadistica
se pueden leer e interpretar muchos resultados independientemente de la tecno-
logia utilizada.

Texto accesible

Estadistica aplicada bdsica intenta ser un texto moderno y accesible. En compara-
cion con Introduction to the Practice of Statistics (IPS)®, Estadistica aplicada bdsica
gufa mds al lector, es mds concreto y presenta menos material opcional. Aun-
que Estadistica aplicada bdsica es de mds facil comprensiéon que IPS, sin embargo,
los contenidos bédsicos son los mismos en ambos libros. Asimismo, en ambos li-
bros se da mucha importancia tanto a trabajar con datos como a los problemas
tipicamente estadisticos. Los ejercicios que aparecen en las secciones “Aplica tus
conocimientos” que aparecen situadas, después de la introduccién de cada nue-
vo concepto, permiten valorar al propio alumno si ha asimilado el capitulo. Cada
capitulo acaba con la secciéon “Repaso del capitulo”, un listado de sus contenidos
bdsicos acompafiado a menudo de un resumen grafico de los principales con-
ceptos.

¢ Por qué lo hiciste de esta manera?

No existe una sola manera de organizar los temas en un curso de estadistica para
principiantes. En este libro su organizacién no se ha hecho de forma caprichosa.
He aqui la respuesta a una serie de preguntas sobre el orden del contenido de este
libro que se me han formulado con cierta frecuencia.

¢Por qué razén la distincién entre poblacién y muestra no aparece en los
capitulos 1y 2? La distincion entre poblacién y muestra no aparece en los dos

3David S. Moore y George P. McCabe, Introduction to the Practice of Statistics, 3* ed., W. H. Freeman,
New York, 1999.
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primeros capitulos para dejar entrever que la estadistica no es solamente inferen-
cia. De hecho, la utilizacion de la inferencia estadistica s6lo es adecuada en deter-
minadas circunstancias. Los capitulos 1 y 2 presentan las t4cticas y herramientas
utilizadas para describir cualquier tipo de datos. Estas tacticas y herramientas no
dependen de la idea de inferencia que surge al pasar de muestra a poblacion.
Muchos conjuntos de datos de estos capitulos (por ejemplo los datos sobre los Es-
tados europeos o los Estados norteamericanos) no deben nada a la inferencia ya
que ellos mismos constituyen toda la poblacién. John Tukey de los Laboratorios
Bell y de la Universidad de Princeton, el filésofo del andlisis de datos moderno,
insiste en que cuando no sea relevante para el analisis, hay que evitar distinguir
entre poblacién y muestra. Tukey utiliza la palabra “grupo” (en inglés batch) para
referirse, en general, a conjuntos de datos. Aunque no veo la necesidad de utilizar
una palabra especial, sin embargo creo que Tukey tiene razén.

¢Por qué no empezar por la obtencién de datos? De hecho, seria razonable
empezar por la obtencién de datos, ya que es el camino natural: cuando se pla-
nifica un estudio estadistico, se empieza por el disefio de la obtencién de datos
y se acaba con la inferencia. He escogido ubicar el disefio de la obtencién de da-
tos (capitulo 3) después del analisis de datos (capitulos 1 y 2) para enfatizar que
las técnicas de analisis de datos se pueden aplicar a cualquier conjunto de datos.
Uno de los principales objetivos del disefio estadistico de obtencion de datos es
hacer posible la inferencia. Por tanto, los contenidos del capitulo 3 son el camino
natural hacia la inferencia.

Por qué las distribuciones normales aparecen en el capitulo 1? Las cur-
vas de densidad en general, y entre ellas las normales, son una herramienta mas
para la descripcion de variables cuantitativas, junto con los diagramas de tallos,
los histogramas y los diagramas de caja. Cada vez es mds frecuente que los pro-
gramas estadisticos ofrezcan la posibilidad de calcular curvas de densidad ade-
mads de, por ejemplo, dibujar histogramas. Personalmente, prefiero salirme de la
presentacion tradicional de las curvas de densidad y no presentarlas como algo
absolutamente ligado a la probabilidad. Quiero que los estudiantes sigan el ca-
mino natural que parte de las representaciones gréficas, pasa por los resime-
nes numéricos y llega a modelos matemaéticos. Las curvas de densidad son un
modelo habitualmente utilizado para describir de forma general la distribucién
de una variable. Finalmente, me gustaria contribuir a facilitar la digestibilidad de
la probabilidad, un tema que tanto preocupa a los estudiantes. Trabajar pron-
to con distribuciones normales facilita la digestion posterior de los conceptos de
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probabilidad, ya que ayuda a los estudiantes a ver las distribuciones de probabi-
lidad como si fueran distribuciones de datos.

¢Por qué no presentar la correlacién y la regresién mas tarde, tal como es
tradicional? Este libro empieza dando a los estudiantes la oportunidad de tra-
bajar con datos. Al inicio del libro se estudia la estructura conceptual de esta
parte de la estadistica poco matemadtica pero muy importante. Ademas de traba-
jar con una sola variable, se ofrece a los estudiantes la posibilidad de analizar la
relacién entre varias variables. Es mads, la correlacién y la regresiéon vistas como
herramientas descriptivas (capitulo 2) tienen un campo de actuacién mas amplio
que la sola consideracién de la inferencia (capitulo 11). Por ejemplo, la muy im-
portante discusién sobre variables latentes tiene poco que ver con la inferencia.
Personalmente, considero que el capitulo 2 es esencial, mientras que el capitu-
lo 11 es opcional.

¢(Dénde quedé toda la probabilidad? La mayor parte de la probabilidad que-
do en el capitulo 5, que es optativo. A los estudiantes no les importa saltarse un
capitulo, en cambio, a veces, les molestan los temas optativos dentro de los ca-
pitulos. En consecuencia, en esta nueva edicién todo el capitulo 4 se considera
obligatorio. En cambio, el capitulo 5 se deja como optativo.

Los profesores experimentados sabemos que los estudiantes encuentran di-
ficil la probabilidad. La investigacién sobre el aprendizaje confirma nuestra ex-
periencia. Incluso entre los estudiantes que pueden resolver problemas formales
de probabilidad, a menudo muestran una muy fragil interiorizaciéon de los con-
ceptos probabilisticos. Intentar presentar una introduccién sustancial a la proba-
bilidad en un curso de estadistica orientado a datos con un nivel asequible para
estudiantes que no tengan una especial preparaciéon en matematicas, creo que no
tiene mucho sentido. La probabilidad no ayuda a estos estudiantes a conocer en
profundidad las ideas sobre inferencia (al menos, no tanto como los profesores
imaginamos) y consume energias mentales que podrian aplicarse mejor a ideas
esencialmente estadisticas.

En consecuencia, he presentado muy poca teoria de probabilidad en el capi-
tulo 4. El capitulo conduce de forma directa a la idea de probabilidad como re-
gularidad que aparece después de muchas repeticiones. A continuacién, vemos
formas concretas de asignar probabilidades y, finalmente, llegamos a la idea de
distribucién muestral de un estadistico. La ley de los grandes ntimeros y el teore-
ma del limite central aparecen cuando se trata sobre la distribucién de la media
muestral. En este capitulo se omiten las reglas generales de probabilidad, asi como la
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probabilidad condicional y la combinatoria. Las reglas generales aparecen en el
capitulo 5. La combinatoria es otro tema (incluso maés dificil).

¢Por qué no has introducido un tema determinado? Los textos de introduc-
cién no tienen que ser enciclopedias. Introducir los posibles temas favoritos de
distintos profesores tiene como consecuencia aumentar mucho el volumen del
libro lo que puede asustar a los estudiantes. Estadistica aplicada bdsica contiene
basicamente temas de andlisis de datos y de inferencia estadistica, los campos
mas utilizados en la préctica, adecuados para comprender los conceptos estadis-
ticos mas importantes. Estos dos campos de la estadistica se utilizan en muchos
campos de aplicacion. Emerson y Colditz* comentan que con la estadistica des-
criptiva, los procedimientos f y las tablas de contingencia, se puede comprender
perfectamente la estadistica del 73% de los articulos publicados en el New Journal
of Medicine.
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RAZONAMIENTO ESTADISTICO

(Cémo separar el grano de la paja?

La estadistica trata sobre datos. Estos son ntimeros, pero no sélo son eso. Los da-
tos son ndmeros en un contexto. El niimero 3,75, por ejemplo, no contiene por
si mismo ninguna informacién. Pero si oimos que una amiga ha dado a luz un
bebé de 3,75 kilos, la felicitamos ya que es un buen peso. El contexto nos permite
sacar partido de nuestros conocimientos sobre el tema de estudio y emitir juicios.
Sabemos que un peso de 3,75 kilos es un peso adecuado (no es posible que un
bebé pese 3,75 gramos o 3,75 toneladas). El contexto hace que el ntimero aporte
informacién.

La estadistica utiliza datos para profundizar en un tema y sacar conclusio-
nes. Nuestras herramientas son gréficos y cédlculos. Son herramientas dirigidas
por una linea de pensamiento basada en el sentido comtin. Empecemos nuestro
estudio de la estadistica repasando informalmente los principios de los razona-
mientos estadisticos.

Los datos iluminan

De la poblacién estadounidense, ; qué porcentaje crees que es de raza negra? ;Qué
porcentaje crees que es de raza blanca? Se formul6 esta pregunta a una muestra
de estadounidenses de raza blanca, la media de sus respuestas fue 23,8% negros
y 49,9 blancos. Sin embargo, los datos del censo indican que el 11,8% de los esta-
dounidenses son negros y el 74% blancos.!

La raza es uno de los temas maés conflictivos en EE UU. Es ilustrativo ver que
los blancos creen, de forma equivocada, que son una minoria, cuando los datos

INew York Times, 25 de marzo de 1996.
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del censo demuestran que en realidad son la gran mayoria. Los datos del censo
iluminan y muestran las cosas tal como son. Seguramente, si la gente conociera
maés los hechos y no se basara en suposiciones, cambiarian muchas actitudes.

Datos contra anécdotas

Una anécdota es una historia sorprendente que precisamente recordamos por ser-
lo. Las anécdotas ayudan a humanizar los temas; sin embargo, pueden conducir
a engano.

Vivir cerca de lineas de alta tensién, ;causa leucemia a los nifos? El Instituto
Nacional del Céancer de EE UU invirtié 5 afos y 5 millones de ddlares para in-
tentar responder a esta pregunta. El resultado: no existe ninguna relaciéon entre
la leucemia y la exposiciéon a campos magnéticos como los que producen las li-
neas de alta tensién. En el articulo que se publicé en el New England Journal of
Medicine se podia leer: “ha llegado el momento de no malgastar mds recursos en
este asunto”.?

Comparemos el impacto de una noticia aparecida en televisiéon sobre una in-
vestigacion de 5 afios y 5 millones de ddlares, con el impacto de una entrevista
a una madre con facilidad de palabra que vive cerca de una linea de alta tensién
cuyo hijo tiene leucemia. Para la gente que ve la television la entrevista a la ma-
dre deja una huella mucho més profunda. Sin embargo, una persona que sepa
estadistica sabe que los datos son més fiables que las anécdotas ya que describen
de forma sistemdtica una situacién general y no se centran en ningtn incidente
concreto.

Ojo con las variables latentes

La gente que utiliza con frecuencia los aviones quiere llegar a la hora. Las compa-
fifas aéreas envian datos al Ministerio de Transportes sobre el ntimero de vuelos
que llegan a tiempo. He aqui cifras de un determinado mes correspondiente a
dos compafiias aéreas estadounidenses:

2E. W. Campion, “Editorial: power lines, cancer, and fear”, New England Journal of Medicine, 337,
n° 1, 1997. El trabajo citado es M. S. Linet et al., “Residential exposure to magnetic fields and acu-
te lymphoblastic leukemia in children”. Lo encontré en <http://www.nejm.org>. Consulta también
G. Taubes, “Magnetic field-cancer link: will it rest in peace?”, Science, 277, 1997, pag. 29.


http://www.nejm.org
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Vuelos puntuales Vuelos con retraso

Alaska Airlines 3.274 501
America West 6.438 787

Puedes comprobar que el porcentaje de vuelos que llegaron con retraso es

L 501 o
Alaska Airlines 3775 = 13,3%

, 787 .
America West 705 = 10,9%

Aparentemente la mejor compafifa es America West.

Sin embargo, hay que tener en cuenta més informacién. Casi todas la relacio-
nes entre dos variables dependen de otras latentes de entorno. Tenemos datos de
dos variables: la compariia aérea y si los vuelos llegan o no a la hora. Tengamos
en cuenta una tercera variable: la ciudad de procedencia del vuelo.?

Alaska Airlines America West
Vuelos Vuelos Vuelos Vuelos
puntuales con retraso puntuales con retraso

Los Angeles 497 62 694 117
Phoenix 221 12 4.840 415
San Diego 212 20 383 65
San Francisco 503 102 320 129
Seattle 1.841 305 201 61
Total 3.274 501 6.438 787

La fila “Total” muestra que los datos de la nueva tabla son los mismos que
los datos de la tabla anterior. Fijémonos otra vez en los porcentajes de vuelos con
retraso; los que proceden de los Angeles son

62
Alaska Airli — =11,1%
aska Airlines 559 ,
117
A ica Wi — =14,4%
merica West 11 A%

3A. Barnett, “How numbers can trick you”, Technology Review, octubre 1994, pags. 38-45.
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Alaska Airlines es la mejor compafifa. Los porcentajes de retrasos de los vue-
los que proceden de Phoenix son

. 12 o
Alaska Airlines 33 = 5.2%

415
i ——— =79%
America West 555 9%

Otra vez, la mejor compania es Alaska Airlines. La figura 1 muestra que en to-
dos los aeropuertos de procedencia considerados, Alaska Airlines es la comparifa
con un menor porcentaje de vuelos con retraso.
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Figura 1. Comparacion del porcentaje de vuelos con retraso
de dos compafias en cinco aeropuertos.

¢Como es posible que cuando analizamos los datos aeropuerto por aeropuer-
to Alaska Airlines sea la mejor compaiiia, pero que cuando combinamos todos los
datos lo sea American West? Fijate en los datos: America West es la compaiiia con
mas vuelos procedentes de la soleada Phoenix, aeropuerto en el que se producen
pocos retrasos. Sin embargo, Alaska Airlines es la compafifa con mas vuelos pro-
cedentes de Seattle, aeropuerto en el que la niebla obliga a retrasar numerosos
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vuelos. La ciudad de procedencia influye sobre la posibilidad de sufrir un retraso
en un vuelo. En consecuencia, tener en cuenta la ciudad de procedencia cambia
completamente nuestras conclusiones. Vale la pena repetir el mensaje: casi todas
las relaciones entre dos variables dependen de variables latentes de entorno.

Es importante saber como se obtuvieron los datos

En una ocasién, la periodista Ann Landers pregunt6 a sus lectores: “Si pudieras
retroceder en el tiempo, jvolverias a tener hijos?”. Unas semanas més tarde apare-
cié en grandes titulares: “EL 70% DE LOS PADRES DICE QUE NO VALE LA
PENA TENER HIJOS”. En realidad, lo que dijo el 70% de los casi 10.000 padres
que escribieron a Ann Landers fue que si pudieran escoger de nuevo, no tendrfan
hijos. ;Realmente crees que el 70% de los padres lamenta haber tenido hijos?

No deberias creerlo. Las personas que respondieron estaban especialmente
motivadas, tanto que se tomaron la molestia de escribir a Ann Landers. Sus car-
tas indicaban que muchos de ellos estaban furiosos con sus hijos. Esta personas
no representan a todos los padres. No es sorprendente que, unos meses maés tarde,
una encuesta de opinion disefiada estadisticamente sobre el mismo tema, que da-
ba a todos los padres la misma posibilidad de ser escogidos, hallase que el 91%
de los padres volveria a tener hijos. Conclusién: si no vas con cuidado cuando
obtienes los datos, puedes anunciar que un 70% dijo “No”, cuando en realidad
un 90% opinaba que “Si”.

La siempre presente variacion

Dice el director de ventas: “Felicidades, vamos a brindar con cava del Penedés:
este mes nuestras ventas han subido un 2% con relacién a las del mes pasado.
El mes pasado tuve que despedir a la mitad de nuestros vendedores, ya que las
ventas bajaron un 1%”. Aunque este comentario es algo exagerado, no deja de
ser cierto que muchos gerentes reaccionan de forma desmesurada ante pequefias
variaciones de indicadores importantes de la marcha de la empresa. He aqui los
comentarios del director de una de las principales empresas de investigacién de
mercados de EE UU en relacién con su experiencia:

Demasiada gente de negocios da la misma importancia a todos los datos que aparecen
en un informe. Aceptan los datos como si fueran verdades absolutas. Tienen dificultades
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para tratar con el concepto de probabilidad. No ven los datos como representantes de un
intervalo de valores que describen nuestro conocimiento sobre unas determinadas circuns-
tancias.*

Indicadores empresariales como las ventas y los precios varfan de mes a mes
por motivos tan variados como el tiempo, las dificultades financieras de los clien-
tes o los inevitables errores en la obtencién de datos. Los responsables empre-
sariales tienen que ser capaces de identificar las variaciones realmente impor-
tantes. Las herramientas estadisticas pueden ayudar. A veces, es suficiente con
representar graficamente los datos. La figura 2 muestra el precio medio mensual
del litro de gasolina en EE UU durante 10 afios. Més alld de la variacion mes a
mes como la subida de precios en verano, el pico debido a la guerra del Golfo
de 1990, o la bajada de la primavera de 1998, se puede observar una tendencia
creciente gradual.®

La variacién esta siempre presente; los individuos varian, las mediciones re-
petidas de un mismo individuo varfan; casi todo varia a lo largo del tiempo. Una
de las razones de aprender estadistica es que nos ayuda a tratar con la variacién.

No hay verdades absolutas

A partir de una cierta edad, la mayoria de mujeres se hacen mamografias de for-
ma regular para la deteccion del cancer de mama. Las mamografias, ;realmente
reducen el riesgo de muerte? Para hallar respuestas, los médicos conffan en “ex-
perimentos clinicos aleatorizados” para comparar distintos métodos de deteccién
del cdncer de mama. Mds adelante veremos que los datos procedentes de expe-
rimentos comparativos aleatorizados ayudan a dar respuestas. Las conclusiones
de 13 de estos experimentos es que las mamografias reducen el riesgo de muerte
entre 50 y 64 afios en un 26%.°

*A. C. Nielsen, Jr., “Statistics in marketing”, en Making Statistics More Effective in Schools of Business,
Graduate School of Business, University of Chicago, 1986.

Los datos de la figura 2 se basan en un componente del Indice de Precios al Consu-
mo, elaborado por el Bureau of Labor Statistics. Se pueden consultar estos datos en
<http:/ /stats.bls.gov:80/datahome.htm>. Para pasar los ntimeros indice a délares, he utilizado la
media del precio nacional de 1,131 délares por galén de enero de 1998. Informacién obtenida de
la Energy Information Agency, pagina web <http://www.eia.doe.gov>.

®H. C. Sox, “Editorial: benefit and harm associated with screening for breast cancer”, New England
Journal of Medicine, 338, n° 16, 1998.


http://stats.bls.gov:80/datahome.htm
http://www.eia.doe.gov
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Figura 2. La variacion estd siempre presente: precio de la
gasolina sin plomo en un surtidor de EE UU desde 1988
hasta mediados de 1998.

Como media, las mujeres que se hacen mamografias de forma regular tienen
menos probabilidades de morir de cdncer de mama. Sin embargo, debido a que
la variacion esta siempre presente, los resultados no son los mismos para todas las
mujeres. Algunas mujeres que se hacen mamografias cada afio mueren de cancer
de mama y otras que nunca se las han hecho pueden vivir hasta los 100 afios y
morir, por ejemplo, en un accidente de trafico. ;Podemos estar seguros de que
como media las mamografias reducen el cincer de mama? No podemos estar
seguros. Como la variacién estd siempre presente, no existen verdades absolutas.

La estadistica nos proporciona el lenguaje necesario para tratar con la incer-
tidumbre, es el lenguaje utilizado por la gente que conoce estadistica. En el caso
de las mamografias, los médicos utilizan este lenguaje para decirnos que “las ma-
mografias reducen el riesgo de morir de cdncer de mama en un 26 por ciento (con
una confianza del 95%, la reduccién se sittia entre el 17 y el 34%)”. Este 26% son,
seglin Arthur Nielsen, “valores que representan un intervalo que describe nues-
tro conocimiento sobre unas determinadas circunstancias”. El intervalo va del 17
al 34% y tenemos una confianza del 95% de que el verdadero valor se halla en este
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intervalo. Pronto aprenderemos a comprender este lenguaje. No podemos evitar

la variacién y la incertidumbre. Aprender estadistica nos permite desenvolvernos

mejor ante esta realidad.

Tt y el razonamiento estadistico

Lo que encontrards en este libro

El objetivo de este libro es que conozcas los conceptos y aprendas a utilizar la

estadistica aplicada. Dividiremos la estadistica aplicada en tres partes que con-

cuerdan con nuestra breve introduccién a los razonamientos estadisticos.

1.

El anélisis de datos se ocupa de los métodos y las ideas necesarias para orga-
nizar y describir datos utilizando gréficos y resiimenes numéricos. Solamente
los datos bien organizados iluminan. S6lo una exploracién sistematica de los
datos permite combatir las variables latentes. Los capitulos 1y 2 tratan sobre
el andlisis de datos.

La obtencién de datos proporciona métodos para obtener datos que permiten
dar respuestas claras a preguntas concretas. Es muy importante saber cémo
se obtuvieron los datos —los conceptos basicos sobre como obtener muestras
y disefiar experimentos son quizas las ideas estadisticas que han tenido una
mayor influencia—. Estos conceptos son el tema del capitulo 3.

La inferencia estadistica va mas alla de los datos disponibles y obtiene con-
clusiones sobre un universo mas amplio, teniendo en cuenta la omnipresen-
cia de la variabilidad y la incertidumbre de las conclusiones. Para describir
la variabilidad y la incertidumbre, la inferencia estadistica utiliza el lenguaje
de la probabilidad que introducimos en el capitulo 4 y desarrollamos en el
capitulo 5. Como estamos mds interesados en la préctica que en la teoria, no
es necesario un amplio conocimiento sobre probabilidad. El capitulo 6 discu-
te los razonamientos utilizados en inferencia estadistica, y los capitulos 7 y 8
presentan la inferencia tal como se utiliza en la préctica en algunas situacio-
nes sencillas. Los capitulos 9, 10 y 11 aportan una breve introduccién a la
inferencia en algunas situaciones mds complejas. El capitulo 12 introduce las
pruebas no paramétricas.

Como los datos son ntimeros con un contexto, trabajar en estadistica significa

algo mds que la simple manipulacién de ntimeros. Este libro esta lleno de datos
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y cada conjunto de ellos va acompafiado de un breve resumen del contexto que
nos ayuda a comprender lo que dicen. En este texto, los ejemplos y los ejercicios
tratan de expresar brevemente la informacién obtenida a partir de los datos. En
la préctica, sabrias mucho mds sobre el contexto en el que se obtuvieron los datos
y sobre las preguntas a las que esperas que respondan los datos. Ningtn libro
de texto puede ser completamente realista. De todas formas, es mas importante
adquirir el habito de preguntar “;qué me dicen los datos?”, que concentrarse sélo
en hacer gréficos y calculos. Este libro trata de estimular la adquisicién de buenas
costumbres.

La estadistica implica hacer muchos célculos y graficos. Este texto presen-
ta las técnicas que necesitas. Deberfas utilizar una calculadora o un ordenador
para automatizar al maximo los calculos y los graficos. Existen muchos tipos de
programas estadisticos, desde las hojas de calculo hasta los complejos progra-
mas informadticos, idéneos para los usuarios més avanzados de la estadistica. El
tipo de programas estadisticos disponibles para los estudiantes varia mucho de
un lugar a otro —sin embargo, las grandes ideas de la estadistica no dependen
del nivel de los programas de que se dispone—. A pesar de que alentamos a
utilizar programas estadisticos, este libro no exige su utilizaciéon ni esta ligado
a ninglin programa en concreto.

Este libro exige que tengas una calculadora con algunas funciones estadisti-
cas. Concretamente, necesitas una calculadora que halle medias y desviaciones
tipicas, y que calcule correlaciones y rectas de regresién. Existen calculadoras
con muchas funciones estadisticas, incluyendo gréficos, pero el mayor tamafio
de las pantallas y la facilidad de edicién de los ordenadores, los hacen mds ade-
cuados para analisis estadisticos méas elaborados.

Las calculadoras y los ordenadores pueden hacer gréficos y cédlculos de for-
ma mads rdpida y precisa que las personas. De todas formas, como en la practica
los graficos y los calculos se hacen autométicamente, el activo mds importante
que puedes obtener a partir del estudio de la estadistica es la comprension de las
grandes ideas de la estadistica y la adquisicién de un criterio para trabajar con
datos. Las ideas y el criterio no se pueden (al menos hasta ahora) automatizar,
pero te sirven de guia para indicar al ordenador lo que tiene que hacer y para
interpretar los resultados obtenidos. Este libro trata de explicar las ideas mds im-
portantes de la estadistica, no s6lo ensefia métodos estadisticos. Algunos ejem-
plos de grandes ideas que encontrards en este libro (una de cada uno de los tres
campos de estudio de la estadistica aplicada) son “representa siempre tus datos
graficamente”, “los experimentos comparativos aleatorizados” y “la significacién
estadistica”.
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Aprendes estadistica resolviendo problemas prdcticos. Este libro ofrece problemas
de tres niveles dispuestos de manera que te faciliten tu aprendizaje. Después de
la introduccién de cada idea, los problemas de “Aplica tus conocimientos” son
ejercicios de aplicacion directa que te permiten consolidar los conceptos a me-
dida que se van introduciendo. Antes de seguir leyendo haz algunos de estos
ejercicios. Los ejercicios al final de cada seccién numerada te ayudan a integrar
todas las ideas introducidas en la seccién. Finalmente, los ejercicios de repaso
de cada capitulo presentan una seleccién de ejercicios referentes a todo el capitu-
lo. Cada nivel de ejercicios implica una mayor dificultad en cuanto a decidir qué
ideas y procedimientos hay que utilizar para resolver cada ejercicio, por tanto
es necesaria una mejor asimilacién de contenidos. Cada capitulo termina con un
“Repaso del capitulo” que contiene una lista de las habilidades que debes haber
adquirido. Repasa esta lista y comprueba que efectivamente eres capaz de ha-
cer todo lo que se cita. A continuacién intenta hacer algunos ejercicios de repaso
del capitulo.

De todas formas, el principio bdsico del aprendizaje es la constancia. Las princi-
pales ideas de la estadistica, al igual que las principales ideas de cualquier cam-
po de estudio importante, requieren mucho tiempo para ser descubiertas y algo
mas de tiempo para dominarlas. Los resultados compensardn el esfuerzo.


















PARTE 1
COMPRENSION DE LOS DATOS

El primer paso para comprender los datos es escuchar lo que dicen, “dejar que los
numeros hablen por si mismos”. Y éstos hablan de forma clara solamente cuando
les ayudamos a hablar organizando, representando y haciendo preguntas. Esto es
el andlisis de datos. El grado de confianza en lo que dicen los datos depende de su
origen. Por tanto, también estamos interesados en la obtencién de datos. El analisis
y la obtencién de datos son los puntos de partida de la inferencia estadistica, cuyo
objetivo consiste en extender a un colectivo méds amplio las conclusiones obteni-
das con los individuos concretos que describen nuestros datos. Los tres capitulos
de la primera parte de este libro tratan del andlisis y obtencién de datos.

Los capitulos 1 y 2 reflejan la gran importancia que se da al andlisis de da-
tos en la estadistica aplicada moderna. Aunque el analisis cuidadoso de los datos
es imprescindible para poder confiar en los resultados de la inferencia estadisti-
ca, el andlisis de datos es algo mas que el prélogo de la inferencia. En realidad,
hay que distinguir claramente entre los datos de que disponemos y el univer-
so mas amplio al que queremos extender nuestras conclusiones. Por ejemplo, en
Estados Unidos la tasa de desempleo se determina a partir de una encuesta a
50.000 hogares, aunque el objetivo sea el de sacar conclusiones referidas a la tota-
lidad de los 100 millones de hogares de aquel pais. Este es un problema complejo.
Desde el punto de vista del andlisis de datos las cosas son mas simples. Nos basta
con explorar y comprender los datos de que disponemos, sin preocuparnos de
su origen. Las condiciones que exige la inferencia estadistica no nos preocupan
en los capitulos 1y 2. Lo que nos preocupa es el examen sistemadtico de los datos
y las herramientas que utilizamos para tal fin.

Por supuesto que a menudo queremos utilizar los datos para alcanzar con-
clusiones més generales; que esto sea posible depende sobre todo de cémo se
obtuvieron. Los buenos datos raramente “caen del cielo”; son producto del es-
fuerzo humano, al igual que los videojuegos o las medias de nailon. El capitulo 3
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nos muestra cémo obtener buenos datos y cémo decidir si podemos confiar en
los obtenidos por los demas.

El estudio del anélisis y obtencién de datos te proporciona ideas y herramien-
tas que te seran de gran utilidad cuando tengas que vértelas con ntiimeros. La
inferencia exige que un libro de texto le dedique més atencién, pero eso no sig-
nifica que sea mds importante. La estadistica es la ciencia de los datos y los tres
capitulos de esta primera parte tratan directamente sobre ellos.



1.

ANALISIS DE DISTRIBUCIONES

FLORENCE NIGHTINGALE

A Florence Nightingale (1820-1910) se la conoce por ser fundadora de la
profesién de enfermeria, y por su importante labor como reformadora del
sistema de atencion sanitaria del ejército britdnico. Como enfermera jefe
de dicho ejército durante la Guerra de Crimea, de 1854 a 1856, Florence
se percat6 de que la falta de medidas sanitarias era la causa principal del
fallecimiento de muchos soldados heridos en combate. Con las reformas
que Nightingale introdujo en el hospital militar donde trabajaba, la tasa
de mortalidad pasé del 42,7% al 2,2%. Cuando Nightingale volvié a Gran
Bretafa inici6, con considerable éxito, una feroz lucha para reformar todo
el sistema de atencion sanitaria.

Una de las armas que Florence Nightingale utiliz6 para conseguir sus
propositos fueron los datos. Florence no sélo modificé el sistema de aten-
cién sanitaria, sino que también modificé el sistema de registro de datos.
Los datos de que disponia le sirvieron para respaldar sus argumentos de
forma muy sélida. Nightingale fue una de las primeras personas en uti-
lizar graficos para representar datos de forma sencilla, de tal manera que
incluso los generales y los miembros del parlamento podian entenderlos.
Sus representaciones graficas de los datos constituyen un hito en el desa-
rrollo de la estadistica como ciencia. Florence Nightingale consideré que
la estadistica era esencial para poder comprender cualquier fenémeno so-
cial e intent6 introducirla en la educacién superior.

Al empezar a estudiar estadistica, queremos seguir el camino que
inici6 Florence Nightingale. En este capitulo y en el siguiente, daremos
especial importancia al andlisis de datos. Como hizo Nightingale, empe-
zaremos representando los datos graficamente. A los gréficos les afiadire-
mos algunos cédlculos numéricos, como también hizo Nightingale al cal-
cular tasas de mortalidad. Para Florence Nightingale los datos no eran
algo abstracto ya que le permitian comprender, y hacer comprender a los
demads, la forma de salvar vidas humanas. Lo mismo puede decirse en la
actualidad.
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1.1 Introduccion

La estadistica es la ciencia de los datos. Por lo tanto, empezamos nuestro estudio
sobre la estadistica adentrandonos en el arte de examinarlos. Cualquier conjunto
de datos contiene informacién sobre un grupo de individuos. La informacién se
organiza en forma de variables.

INDIVIDUOS Y VARIABLES

Los individuos son los objetos descritos por un conjunto de datos. Los in-
dividuos pueden ser personas, pero también pueden ser animales o cosas.

Una variable es cualquier caracteristica de un individuo. Una variable
puede tomar distintos valores para distintos individuos.

Una base de datos sobre estudiantes universitarios, por ejemplo, contiene
datos sobre cada uno de los estudiantes matriculados. Los estudiantes son los in-
dividuos descritos por el conjunto de datos. Para cada individuo, los datos contie-
nen valores de variables como la fecha de nacimiento, el sexo (hombre o mujer),
la carrera escogida o sus notas. En la practica, cualquier conjunto de datos se
acompania de informacién general que ayuda a comprenderlos. Cuando planees
un estudio estadistico o cuando te encuentres ante un conjunto de datos nuevo,
plantéate las siguientes preguntas:

1. ;Quién? ;Qué individuos describen los datos? ; Cudntos individuos apa-
recen en los datos?

2. ¢Qué? ;Cudntas variables contienen los datos? ;Cuadles son las definicio-
nes exactas de dichas variables? ;En qué unidades se ha registrado cada
variable? El peso, por ejemplo, se puede expresar en kilogramos, en quin-
tales o en toneladas.

3. ¢(Por qué? ;Qué propdsito se persigue con estos datos? ;Queremos res-
ponder alguna pregunta concreta? ;Queremos obtener conclusiones so-
bre unos individuos de los que no tenemos realmente datos?

Algunas variables, como el sexo o la profesién, simplemente clasifican a los
sujetos en categorias. Otras, en cambio, como la estatura o los ingresos anuales,
toman valores numéricos con los que podemos hacer calculos aritméticos. Tiene
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sentido hallar la media de ingresos de los trabajadores de una empresa, pero no
tiene sentido calcular un sexo “medio”. Podemos, sin embargo, hacer un recuento
de los hombres y mujeres empleado, y hacer célculos con estos recuentos.

VARIABLES CATEGORICAS Y VARIABLES NUMERICAS

Una variable categérica indica a qué grupo o categoria pertenece un
individuo.

Una variable cuantitativa toma valores numéricos, para los que tiene
sentido hacer operaciones aritméticas como sumas y medias.

La distribucién de una variable nos dice qué valores toma y con qué fre-
cuencia.

EJEMPLO 1.1. Datos sobre una empresa

He aqui una pequefia parte de un conjunto de datos sobre los empleados de una
empresa:

Nombre Edad Sexo Raza Salario Tipo de trabajo
Fleetwood, Delores 39 Mujer Blanca 62.100 Directivo
Perez, Juan 27 Hombre Blanca 47.350 Técnico

Wang, Lin 22 Mujer Asidtica  18.250 Administrativo
Johnson, LaVerne 48 Hombre Negra 77.600 Directivo

Los individuos descritos son los empleados. Cada fila describe a un individuo.
A menudo, a cada fila de datos se le llama un caso. Cada columna contiene los  Casos
valores de una variable para todos los individuos. Ademads del nombre de cada
persona, hay 5 variables. Sexo, raza y tipo de trabajo son variables categoricas.
Edad y salario son variables numéricas. Observa que la edad se expresa en afios
y el salario en euros.

Muchas tablas de datos siguen este formato —cada fila es un individuo y cada
columna es una variable—. Estos datos se presentan en una hoja de cdlculo que  Hoja de
contiene filas y columnas preparadas para su utilizacion. Las hojas de calculo se ~ ¢dleule
utilizan frecuentemente para entrar y transmitir datos. l
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.1. He aqui un pequefio conjunto de datos sobre el consumo (en litros a los 100 ki-
I6metros) de vehiculos de 1998:

Marcay Tipo de Tipo de Nimero de Consumoen Consumo en
modelo vehiculo cambio cilindros ciudad carretera
BMW 3181 Pequetio Automatico 4 10,8 7,6
BMW 3181 Pequefio Manual 4 10,3 7,4
Buick Century Medio Automatico 6 11,8 8,2

6 14,8 11,8

Chevrolet Blazer Todoterreno  Automatico

(a) (Qué individuos describe este conjunto de datos?
(b) Para cada individuo, ;jqué variables se dan? ;Cudles de estas variables son
categoricas y cudles numéricas?

1.2. Los datos sobre un estudio médico contienen valores de muchas variables
para cada uno de los sujetos del estudio. De las siguientes variables, ;cudles son
categoricas y cudles son numéricas?

(a) Género (hombre o mujer).

(b) Edad (afios).

(c) Raza (asiatica, negra, blanca u otras).

(d) Fumador (si, no).

(e) Presion sanguinea (en milimetros de mercurio).

(f) Concentracién de calcio en la sangre (en microgramos por litro).

1.2 Gréficos de distribuciones

Las herramientas y las ideas estadisticas nos ayudan a examinar datos para des-
cribir sus caracteristicas principales. Este examen se llama andlisis exploratorio
de datos. Al igual que un explorador que cruza tierras desconocidas, lo primero
que haremos serd, simplemente, describir lo que vemos. Tenemos dos estrategias
basicas que nos ayudan a organizar nuestra exploraciéon de un conjunto de datos:

e Empieza examinando cada variable de forma separada. Luego, pasa al
estudio de las relaciones entre variables.

e Empieza con los graficos. Luego, afiade resiimenes numéricos de aspectos
concretos de los datos.
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Seguiremos estos principios para organizar nuestro aprendizaje. Este capitulo
hace referencia al examen de una sola variable. En el segundo capitulo estudiare-
mos relaciones entre varias variables. En cada capitulo empezamos con gréficos y
luego pasamos a resimenes numéricos para tener una descripciéon mas completa.

1.2.1 Variables categéricas: diagramas de barras y diagramas de sectores

Los valores de una variable categérica son etiquetas asignadas a las categorias de
la misma como, por ejemplo, “hombre” y “mujer”. La distribucién de una varia-
ble categorica lista las categorias y da el recuento o el porcentaje de individuos
de cada categoria. Por ejemplo, he aqui la distribucién del ntiimero de familias
por tipos en Suecia segtin datos del Eurostat de 1991.

Tipo de familia Recuento (miles) Porcentaje
Parejas sin hijos 1.168 53,50
Parejas con hijos 830 38,02
Hombres solos con hijos 27 1,24
Mujeres solas con hijos 158 7,24

Los gréficos de la figura 1.1 describen estos datos. El diagrama de barras de
la figura 1.1(a) compara de forma répida la frecuencia de los cuatro tipos de fa-
milias. La altura de las cuatro barras muestra el nimero de individuos de cada
categorfa. El diagrama de sectores de la figura 1.1(b) nos ayuda a visualizar la
importancia relativa de cada categoria respecto al total. Por ejemplo, se ve que
la porcién de “parejas sin hijos” corresponde al 53,5% del total. Para dibujar un
diagrama de sectores, tienes que incluir todas las categorias que constituyen el to-
tal. Los diagramas de barras son més flexibles. Por ejemplo, puedes utilizar uno
para comparar el nimero de estudiantes de tu universidad que se gradtian en
Biologia, Empresariales o Politicas. No se puede hacer esta comparacién con un
diagrama de sectores ya que no todos los estudiantes de la universidad pertene-
cen a una de estas categorias.

Los diagramas de barras, asi como los de sectores, ayudan a captar de for-
ma rapida la distribucién de una variable categodrica. Pero aunque nos facilitan la
comprension de los datos, estos diagramas no son imprescindibles. De hecho,
cuando las variables categoricas se analizan de forma aislada, como pasa por
ejemplo con el tipo de familia, se pueden describir ficilmente sin la ayuda de
ningtn grafico. En la siguiente seccién estudiaremos las variables cuantitativas,
para las cuales los graficos son herramientas esenciales.

Diagramas
de barras

Diagrama
de sectores
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Figura 1.1(a). Diagrama de barras del
numero de familias por tipos en Suecia.
Parejas sin hijos Parejas con hijos
1.168.000 830.000
Hombres solos con hijos Mujeres solas con hijos

27.000 158.000

Figura 1.1(b). Diagrama de sectores con los mismos datos.



Andlisis de distribuciones (c.1) / 9

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.3. Doctoras. Los datos sobre el porcentaje de mujeres que se doctoraron en dis-
tintas disciplinas en EE UU durante 1994 (segtn el 1997 Statistical Abstract of the
United States) son los siguientes:

Informaética 15,4% Biologia 40,7%
Pedagogia 60,8% Fisica 21,7%
Ingenieria 11,1% Psicologia 62,2%

(a) Presenta estos datos en forma de diagrama de barras.
(b) ;Seria también correcto utilizar un diagrama de sectores para mostrar es-
tos datos? Justifica tu respuesta.

1.4. Defunciones en los hospitales espaifioles. Segin datos del Instituto Nacio-
nal de Estadistica (INE) las causas de muerte mds significativas en los hospitales
espafoles en 1996 fueron

Trastornos del aparato circulatorio 133.499
Tumores 89.204
Trastornos del aparato respiratorio 34.718
Trastornos del aparato digestivo 18.861
Trastornos del sistema inmunolégico (incluye sida) 5.504

Causas externas de traumatismos y
envenenamientos (incluye accidentes de trafico) 16.324

(a) Halla el porcentaje de cada una de las causas de defuncién y exprésalo con
valores enteros. ;Qué porcentaje de defunciones se debié a tumores?

(b) Dibuja un diagrama de barras de la distribucién de las causas de muerte
en los hospitales espafioles. Identifica bien cada barra.

(c) ;También seria correcto utilizar un diagrama de sectores para representar
los datos? Justifica tu respuesta.

1.2.2 Variables cuantitativas: histogramas

Cuando las variables cuantitativas toman muchos valores, el grafico de la distri-
bucién es méds claro si se agrupan los valores préximos. El grafico mds comuin
para describir la distribucién de una variable cuantitativa es un histograma.

Histogramas
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Tabla 1.1. Porcentaje de poblacién mayor de 65 afios en cada Estado de EE UU (1996).

Estado Porcentaje Estado Porcentaje
Alabama 13,0 Michigan 12,4
Alaska 5,2 Minnesota 12,4
Arizona 13,2 Misisipi 12,3
Arkansas 14,4 Misuri 13,8
California 10,5 Montana 13,2
Carolina del Norte 12,5 Nebraska 13,8
Carolina del Sur 12,1 Nevada 11,4
Colorado 11,0 New Hampshire 12,0
Connecticut 14,3 Nueva Jersey 13,8
Dakota del Norte 14,5 Nueva York 13,4
Dakota del Sur 14,4 Nuevo México 11,0
Delaware 12,8 Ohio 13,4
Florida 18,5 Oklahoma 13,5
Georgia 9,9 Orego6n 13,4
Hawai 12,9 Pensilvania 15,9
Idaho 11,4 Rhode Island 15,8
Tllinois 12,5 Tejas 10,2
Indiana 12,6 Tennessee 12,5
Iowa 15,2 Utah 8,8
Kansas 13,7 Vermont 12,1
Kentucky 12,6 Virginia 11,2
Luisiana 11,4 Virginia Occidental 15,2
Maine 13,9 Washington 11,6
Maryland 11,4 Wisconsin 13,3
Massachusetts 14,1 Wyoming 11,2

Fuente: Statistical Abstract of the United States, 1997.

EJEMPLO 1.2. Cémo dibujar un histograma

La tabla 1.1 presenta los porcentajes de residentes mayores de 65 afios en cada

uno de los 50 Estados de EE UU. Para dibujar un histograma de esta distribucién

procede de la manera siguiente:

Paso 1. Divide el recorrido de los datos en clases de igual amplitud. Los datos

de la tabla 1.1 van desde 5,2 hasta 18,5, por lo que escogeremos como nuestras

clases:

5,0 < porcentaje de mayores de 65 < 6,0

6,0 < porcentaje de mayores de 65 < 7,0

18,0 < porcentaje de mayores de 65 < 19,0
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Asegurate de especificar las clases con precisién, de manera que cada obser-
vacion se sittie en una sola clase. Un Estado con un 6,0% de sus residentes ma-
yores de 65 afios se situard en la primera clase, pero un Estado con un 6,1% se
situard en la segunda clase.

Paso 2. Haz un recuento del niimero de observaciones de cada clase. En nues-
tro ejemplo serfan

Clase Recuento Clase Recuento Clase Recuento
5,1a6,0 1 10,1a11,0 4 15,1a16,0 4
6,1a7,0 0 11,1a12,0 8 16,1a17,0 0
7,1a8,0 0 12,1a13,0 13 17,1a 18,0 0
8,1a9,0 1 13,1a 14,0 12 18,1a19,0 1
9,1a10,0 1 14,1a 15,0 5

Paso 3. Dibuja el histograma. En el eje de las abscisas representaremos pri-
mero la escala de los valores de la variable. En este ejemplo, es el “porcentaje de
residentes de cada Estado de 65 o0 mds afios”. La escala va de 5 hasta 19, ya que
ésta es la amplitud de valores de las clases escogidas. El eje de las ordenadas ex-
presa la escala de recuentos. Cada barra representa una clase. La amplitud de la
barra debe cubrir todos los valores de la clase. La altura de la barra es el nimero
de observaciones de cada clase. No dejes espacios vacios entre barras a no ser que
alguna clase este vacia y que, por lo tanto, su barra tenga altura cero. La figura 1.2
es nuestro histograma. l

124 —

10

[o]
1

Numero de Estados
(o)}

4< —

2<

o= B
5 6 8 10 12 14 16 18 19

Porcentaje de residentes mayores de 65 afios

Figura 1.2. Histograma del porcentaje de residentes mayores
de 65 afos en los 50 Estados de EE UU. Datos de la tabla 1.1.
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Las barras de un histograma deben cubrir todo el recorrido de una variable.
Cuando haya saltos entre los posibles valores de la variable, extiende la base de
las barras hasta llegar a medio camino de dos valores adyacentes posibles. Por
ejemplo, en un histograma que muestra la edad de los profesores de una univer-
sidad, las barras que representan las edades de 25 a 29 afios y de 30 a 34 afios se
deben encontrar en 29,5.

Nuestra vista responde al drea de las barras de un histograma.' Debido a que
todas las clases tienen la misma anchura, el drea estd determinada por la altura
y todas las clases se representan de forma equitativa. No hay una sola eleccién
correcta del ntimero de clases de un histograma. Pocas clases pueden dar un
gréafico con aspecto de “rascacielos” con todos los valores en unas pocas clases
con barras altas. Demasiadas clases pueden dar un grafico con aspecto “aplas-
tado” con la mayoria de clases con una o ninguna observacién. Ninguna de las
elecciones anteriores dara una buena representacién de la forma de la distribu-
cién. Cuando escojas las clases, tienes que utilizar tu sentido comtn para mostrar
la forma de una distribucién. Si utilizas un ordenador el programa estadistico
escogerd las clases por defecto. La eleccién del ordenador en general es buena,
pero, si quieres, puedes cambiarla.

Tabla 1.2. Consumos en carretera de coches de 1998.

Modelo Consumo Modelo Consumo
(litros/100 km) (litros/100 km)
Acura 3,5RL 9,5 Lexus GS300 10,3
Audi A6 Quattro 9,1 Lexus LS400 9,5
Buick Century 8,2 Lincoln Mark VIII 9,1
Cadillac Catera 9,9 Mazda 626 7,2
Cadillac Eldorado 9,1 Mercedes-Benz E320 8,2
Chevrolet Lumina 8,2 Mercedes-Benz E420 9,1
Chrysler Cirrus 7,9 Mitsubishi Diamante 9,9
Dodge Stratus 8,4 Nissan Maxima 8,4
Ford Taurus 8,4 Oldsmobile Aurora 9,1
Honda Accord 8,2 Rolls-Royce Silver Spur 14,8
Hyundai Sonata 8,5 Saab 900S 9,5
Infiniti 130 8,4 Toyota Camry 7,9
Infiniti Q45 10,3 Volvo S70 9,5

Nuestros ojos responden al rea, pero no de forma completamente lineal. Parece que percibimos
la relacién entre dos barras como el cociente entre las dos areas elevado a 0,7. Véase W. S. Cleveland,
The Elements of Graphing Data, Wadsworth, Monterey, Calif., 1985, pags. 278-284.
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.5. Consumo de gasolina. El Ministerio de Industria exige que los fabrican-
tes de automoviles den a conocer el consumo en ciudad y en carretera de cada
modelo de automévil. La tabla 1.2 muestra los consumos en carretera de 26 co-
ches durante 1998.> Dibuja un histograma sobre los consumos en carretera de los
automoviles.

1.2.3 Interpretacién de los histogramas

Dibujar un grafico estadistico no es un fin en si mismo. Su objetivo es ayudarnos
a comprender los datos. Después de hacer un gréfico, pregunta siempre: “;qué
veo?”. Una vez hayas representado una distribucién, puedes identificar sus ca-
racteristicas principales de la siguiente manera:

EXAMEN DE UNA DISTRIBUCION

En cualquier gréfico de datos, identifica el aspecto general y las desvia-
ciones sorprendentes del mismo.

Puedes describir el aspecto general de un histograma mediante su forma,
su centro y su dispersién.

Un caso importante de desviacién es una observacién atipica, es decir,
una observacion individual que queda fuera del aspecto general.

En la seccién 1.3 aprenderemos como describir numéricamente el centro y la
dispersion. Por ahora, podemos describir el centro de una distribucién median-
te su punto medio, es decir, el valor tal que, de forma aproximada, la mitad de
las observaciones son menores que él mismo y la otra mitad, mayores. Podemos
describir la dispersiéon de una distribucién dando los valores minimo y mdximo.

2us. Department of Energy, Model Year 1998 Fuel Economy Guide, Washington, D.C., 1997.
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EJEMPLO 1.3. Descripcion de una distribucion

Fijate otra vez en el histograma de la figura 1.2. Forma: la distribucién es aproxi-
madamente simétrica y tiene un solo pico. Centro: el punto medio de la distribu-
cién se halla préximo al pico, cerca del 13%. Dispersién: si ignoramos los cuatro
valores més extremos, la dispersién va del 10 al 16%.

Observaciones atipicas: dos Estados se hallan en los extremos del histograma
de la figura 1.2. Los puedes hallar en la tabla una vez el histograma te ha permiti-
do identificarlos. Florida tiene un 18,5% de residentes de 65 o mads afios, mientras
que Alaska tiene s6lo un 5,2%. Una vez identificadas las observaciones atipicas,
busca una explicacién. Algunas observaciones atipicas se deben a errores, como
por ejemplo escribir 50 en vez de 5,0. Otras observaciones atipicas indican la es-
pecial naturaleza de algunas observaciones. Florida, con mucha gente jubilada,
tienen muchos residentes mayores de 65 afios; en cambio, Alaska, en la frontera
norte, tiene pocos. W

Cuando describas una distribucién, concéntrate en sus caracteristicas princi-
pales. Fijate en los picos mayores; no te preocupes por las pequefias subidas y
bajadas de las barras del histograma. Busca las observaciones atipicas claras; no
busques solo los valores maximo y minimo. Identifica simetrias o asimetrias claras.

DISTRIBUCIONES SIMETRICAS Y ASIMETRICAS

Una distribucién es simétrica si los lados derecho e izquierdo del histo-
grama son aproximadamente imdgenes especulares el uno del otro.

Una distribucién es asimétrica hacia la derecha si el lado derecho del his-
tograma (que contiene la mitad de las observaciones mayores) se extien-
de mucho mas lejos que el lado izquierdo. Una distribucion es asimétrica
hacia la izquierda si el lado izquierdo del histograma se extiende mucho
mas alld que el lado derecho.

En matematicas, simetria significa que los dos lados de una figura, por ejem-
plo un histograma, son imagenes especulares exactas la una de la otra. Las dis-
tribuciones de datos casi nunca son exactamente simétricas. De todas formas, en
general, diremos que los histogramas como el de la figura 1.2 son aproximada-
mente simétricos. Veamos mds ejemplos.
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EJEMPLO 1.4. Rayos en Colorado y Shakespeare

La figura 1.3 procede de un estudio sobre las tormentas acompanadas de aparato
eléctrico en Colorado, EE UU. La figura muestra la distribucién de la hora del
dia en que se produce el primer reldmpago. La distribucién tiene un solo pico a
mediodia y va disminuyendo a ambos lados segtin nos alejamos de este pico. Los
dos lados del histograma tienen aproximadamente la misma forma, por ello, a
esta distribucién la llamaremos simétrica.

Por otro lado, la figura 1.4 muestra la distribucién de la longitud de las pala-
bras utilizadas en las obras de Shakespeare.® Esta distribucién también tiene un
solo pico, pero es asimétrica hacia la derecha. Es decir, hay muchas palabras cor-
tas (de 3 o 4 letras) y muy pocas largas (10, 11 o 12 letras), de manera que la cola
de la derecha del histograma se extiende mucho maés lejos que la cola de la iz-

quierda.
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Figura 1.3. Distribucién de la hora en la que se produce el

primer reldmpago del dia en una localidad de Colorado,
EE UU.

3C. B. Williams, Style and Vocabulary: Numerical Studies, Griffin, Londres, 1970.
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Figura 1.4. Distribucién de la longitud de las
palabras utilizadas en las obras de Shakespeare.

Fijate en que la escala del eje de las ordenadas de la figura 1.4 no es un re-
cuento de palabras, sino que es el porcentaje de todas las palabras de Shakespea-
re con una determinada longitud. Un histograma de porcentajes es mds conve-
niente que un histograma de recuentos cuando tenemos muchas observaciones, o
cuando queremos comparar varias distribuciones. Diferentes estilos literarios tie-
nen distintas distribuciones de la longitud de las palabras empleadas, pero todas
ellas son asimétricas hacia la derecha, ya que las palabras cortas son frecuentes y
las palabras muy largas lo son menos.

La forma de una distribucién nos da informacién importante sobre una va-
riable. Algunos tipos de datos generan sistematicamente distribuciones que son
simétricas o asimétricas. Por ejemplo, los tamafios de muchos individuos dis-
tintos de una misma especie (como las longitudes de las cucarachas) tienden a
ser simétricos. Los datos sobre los ingresos (de personas, empresas o Estados)
son, a menudo, muy asimétricos hacia la derecha: hay muchos ingresos modera-
dos, algunos elevados y muy pocos ingresos muy elevados. Recuerda que mu-
chas distribuciones tienen formas que no pueden calificarse ni de simétricas ni de
asimétricas. Algunos datos muestran otro tipo de formas. Por ejemplo, las califi-
caciones de un examen pueden agruparse en la parte alta de la escala si muchos
estudiantes obtuvieron buenas calificaciones. O pueden mostrar dos picos distin-
tos si un problema dificil dividi6 a la clase entre los que lo resolvieron y los que
no. Utiliza la vista y di lo que observas.
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.6. Consumo de gasolina de automéviles. La tabla 1.2 proporciona datos sobre
el consumo de automéviles. Basandote en el histograma de estos datos:

(a) Describe las caracteristicas principales (forma, centro, dispersién y obser-
vaciones atipicas) de la distribucién del consumo en carretera.

(b) El Gobierno impone un impuesto especial para coches con un consumo
muy elevado. ;Qué modelos crees que podrian ser objeto de este impuesto?

1.7. ;Cémo describirias el centro y la dispersién de la distribucién del primer re-
lampago del dia de la figura 1.3? ;Y de la distribucién de la longitud de las pala-
bras de la figura 1.4?

1.8. Rendimiento de acciones. El rendimiento total de una accién se obtiene te-
niendo en cuenta su precio de venta en Bolsa y los dividendos pagados por la
empresa. El rendimiento total se expresa normalmente como un porcentaje sobre
el precio de compra inicial. La figura 1.5 es un histograma sobre la distribucién de
los rendimientos totales de 1.528 acciones en la Bolsa de Nueva York durante un
afio.* Al igual que la figura 1.4, la figura 1.5 es un histograma de los porcentajes
de cada clase y no un histograma de recuentos.

(a) Describe la forma de la distribucién de los rendimiento totales.

(b) ;Cual es el centro aproximado de esta distribucién? (Recuerda que, por
ahora, consideramos el centro como aquel valor respecto al cual la mitad de las
acciones tienen valores superiores y la otra mitad inferiores.)

(c) De una manera aproximada, jcudles son los rendimientos minimo y mé-
ximo? (Estos resultados describen la dispersién de la distribucion.)

(d) Un rendimiento total menor que cero significa que se ha perdido dinero.
¢ Qué porcentaje de las acciones lo ha perdido?

1.2.4 Variables cuantitativas: diagramas de tallos

Los histogramas no son la tinica manera de representar graficamente las distribu-
ciones. Para conjuntos pequefios de datos, un diagrama de tallos es més rapido de
hacer y presenta una informacién mds detallada.

4John K. Ford, “Diversification: how many stocks will suffice?”” American Association of Individual
Investors Journal, enero 1990, pags. 14-16.
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Porcentaje de acciones en la Bolsa de Nueva York
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Figura 1.5. Distribucién de rendimientos totales de todas las acciones
de la Bolsa de Nueva York durante un ano. Para el ejercicio 1.8.

DIAGRAMAS DE TALLOS

Para hacer un diagrama de tallos:

1. Separa cada observaciéon en un tallo que contenga todos los

digitos menos el del final (el situado mds a la derecha) y en una
hoja, con el digito del final. Los tallos pueden tener tantos digitos
como se quiera, pero cada hoja contiene un solo digito.

Sitta los tallos de forma vertical en orden creciente de arriba

abajo. Traza una linea vertical a la derecha de los tallos.

Sittia cada hoja a la derecha de su tallo, en orden creciente desde
cada tallo.
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Figura 1.6. Diagrama de tallos correspondiente al por- 16
centaje de residentes de 65 0 mds afios en los Estados de 17
EE UU. Compara este diagrama con el histograma de la 18l5

figura 1.2.

EJEMPLO 1.5. Diagrama de tallos para los datos de “mayores de 65 afios”

Para los porcentajes de “mayores de 65” de la tabla 1.1, el nimero entero de la
observacién es el tallo y el digito del final (las décimas) es la hoja. El valor de
Alabama, 13,0, tiene 13 de tallo y 0 de hoja. Los tallos pueden tener tantos digitos
como se necesiten, pero cada hoja tiene que consistir en un solo digito. La figura
1.6 representa el diagrama de tallos correspondiente a los datos de la tabla 1.1.

Un diagrama de tallos tiene un aspecto parecido al de un histograma coloca-
do en posicion vertical. El diagrama de tallos de la figura 1.6 se parece al histo-
grama de la figura 1.2. Los dos graficos son ligeramente distintos debido a que
las clases escogidas para el histograma no son iguales a los tallos del diagrama
de tallos. Los diagramas de tallos, a diferencia de los histogramas, mantienen los
valores de cada observacién. Interpretamos los diagramas de tallos como los his-
togramas, buscando caracterizar su aspecto general e identificando también las
observaciones atipicas. ll

En un histograma puedes escoger las clases. En cambio, las clases (los ta-
llos) de un diagrama de tallos te vienen dadas. Puedes tener mas flexibilidad
redondeando los datos de manera que el digito final, después del redondeo, sea

Redondeo



Division de
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adecuado como hoja. Haz esto cuando los datos tengan demasiados digitos. Por

ejemplo, datos como
3,468 2,567 2981 1,095

tendran demasiados tallos si tomamos los tres primeros digitos como tallos y el
digito final como hoja. Debes redondear los datos como

3,5 26 30 11

antes de dibujar el diagrama de tallos.

También puedes dividir los tallos para doblar su nimero cuando todas las
hojas se sitdan sélo en unos pocos tallos. Cada tallo aparece, entonces, dos veces.
Las hojas que van de 0 a 4 se sittian en el tallo superior y las que vande 5a 9 en el
inferior. Si divides los tallos del diagrama de la figura 1.6, por ejemplo, los tallos

12 y 13 seran
12 | 011344
12 | 5556689
13 | 0223444
13 | 578889

El redondeo o la divisién de los tallos es una decisiéon subjetiva, lo mismo que
la eleccion de las clases de un histograma. El diagrama de tallos de la figura 1.6
no necesita ningtin cambio. Los diagramas de tallos son ttiles cuando se dispo-
ne de pocos datos. Cuando hay mas de 100 observaciones, casi siempre es mejor
decidirse por un histograma.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.9. Motivacion y actitud de los estudiantes. La prueba SSHA (Survey of Study
Habits and Attitudes) es una prueba psicolégica que valora la motivacién y la acti-
tud de los estudiantes. Una universidad privada somete a la prueba SSHA a una
muestra de 18 alumnas de primer curso. Los resultados son

154 109 137 115 152 140 154 178 101

103 126 126 137 165 165 129 200 148

Dibuja un diagrama de tallos con estos datos. La forma de la distribucién es

irregular, lo cual es frecuente cuando se dispone s6lo de un nimero pequefio de
observaciones. ;Has detectado observaciones atipicas? ;Dénde se encuentra el
centro de la distribucién, es decir, la puntuacién tal que una mitad de las puntua-
ciones son mayores y la otra mitad menores? ;Cuaél es la dispersién de los datos
(prescindiendo de las posibles observaciones atipicas)?
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1.2.5 Gréficos temporales

Muchas variables se miden a lo largo del tiempo. Por ejemplo, podriamos medir
la altura de un nifio en crecimiento o el precio de una accién al final de cada mes.
En estos ejemplos, nuestro interés principal son los cambios a lo largo del tiempo.
Para mostrarlos dibujaremos un grdfico temporal.

GRAFICOS TEMPORALES

Un gréfico temporal de una variable representa cada observacion en re-
lacién con el momento en que se midi6. Sitia siempre el tiempo en el eje
de las abscisas. La unién de los puntos contiguos mediante segmentos
facilita la visualizacion de los cambios a lo largo del tiempo.

EJEMPLO 1.6. Mortalidad por cincer

He aqui los datos sobre la tasa de mortalidad por cédncer en EE UU (expresada
como el ntiimero de muertos por cada 100.000 personas) durante un periodo de
50 afios que va desde 1945 hasta 1995.

Ano 1945 1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995
Muertos 134,0 139,8 146,5 149,2 153,5 162,8 169,7 1839 193,3 2032 204,7

La figura 1.7 es un gréfico temporal de estos datos. El grafico muestra un
aumento constante de la tasa de mortalidad por cancer durante los tltimos cin-
cuenta anos. Este incremento no significa que no se haya progresado en el trata-
miento del cdncer. Como el cdncer es una enfermedad que afecta basicamente a la
gente mayor, la tasa de mortalidad por cancer aumenta cuando la gente vive mas
afios, incluso si mejora el tratamiento. De hecho, si ajustamos los datos de acuer-
do con el incremento de edad de la poblacién de EE UU, podemos ver que la tasa
de muertes por cancer ha ido disminuyendo desde 1992. B

Cuando examines un gréfico temporal, fijate una vez mds en su aspecto ge-
neral y en las desviaciones importantes de dicho aspecto. Un aspecto general que
aparece con frecuencia es una tendencia; se trata de una variacién, a largo pla-
zo, creciente o decreciente. La figura 1.7 muestra una tendencia de tipo creciente
en la tasa de mortalidad por cancer sin desviaciones notables, como podrian ser
disminuciones puntuales de la tasa de mortalidad.

Tendencia
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Figura 1.7. Grafico temporal correspondiente a las tasas de
mortalidad por cancer en EE UU (ntiimero de muertes por ca-
da 100.000 personas), desde 1945 hasta 1995.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.10. Fondos de inversién. Los intereses medios anuales, en porcentaje, pagados
por unos determinados fondos de inversién en EE UU son los siguientes:®

Afio Intereses Afio Intereses Afio Intereses Afio Intereses
1973 7,60 1979 10,92 1985 7,77 1991 5,70
1974 10,79 1980 12,88 1986 6,30 1992 3,31
1975 6,39 1981 17,16 1987 6,17 1993 2,62
1976 5,11 1982 12,55 1988 7,09 1994 3,65
1977 4,92 1983 8,69 1989 8,85 1995 5,37
1978 7,25 1984 10,21 1990 7,81 1996 4,80

5Albert J. Fredman, “A closer look at money market funds”, American Association of Individual
Investors Journal, febrero 1997, pags. 22-27.
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(a) Dibuja un diagrama temporal con los intereses de los fondos de inversién.

(b) Las tasas de interés, al igual que muchas variables econémicas, muestran
ciclos, es decir, subidas y bajadas de su valor que aunque irregulares son claras.
(En qué afios aparecen picos temporales en los ciclos de la tasa de interés?

(c) Ademads de la presencia de ciclos, los diagramas temporales pueden mos-
trar una tendencia consistente. De los afios considerados, jen cudl se llega a al-
canzar el valor maximo? A partir de ese afio, jse observa una tendencia general
decreciente?

RESUMEN DE LA SECCION 1.2

Un conjunto de datos contiene informacién sobre un niimero de individuos. Los
individuos pueden ser personas, animales o cosas. Para cada individuo los datos
dan valores de una o més variables. Una variable describe alguna caracteristica
de un individuo, como puede ser la altura, el sexo o el salario.

Algunas variables son categdricas y otras son cuantitativas. Una variable
categoérica sittia a cada individuo en una categoria como, por ejemplo, hombre
o mujer. Una variable cuantitativa tiene valores numéricos que miden alguna
caracteristica de cada individuo como, por ejemplo, la altura en centimetros o
el salario anual en euros.

El analisis exploratorio de datos utiliza graficos y resimenes numéricos para
describir las variables de un conjunto de datos y las relaciones entre ellas.

La distribucién de una variable describe qué valores toma dicha variable y
con qué frecuencia lo hace.

Para describir la distribucion de una variable empieza con un gréfico. Los
diagramas de barras y los diagramas de sectores describen la distribucién de va-
riables categoéricas. Los histogramas y los diagramas de tallos representan grafi-
camente las distribuciones de variables cuantitativas.

Cuando examines un grafico o un diagrama, identifica su aspecto general y
las desviaciones destacables del mismo.

La forma, el centro y la dispersién describen el aspecto general de una distri-
bucién. Algunas distribuciones tienen formas sencillas, como las simétricas y las
asimétricas. No todas las distribuciones tienen formas sencillas, especialmente
cuando hay pocas observaciones.

Las observaciones atipicas son observaciones que quedan fuera del aspecto
general de una distribucion. Busca siempre si hay observaciones atipicas e intenta
explicarlas.

Ciclos
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Cuando las observaciones de una variable correspondan a diferentes momen-
tos del tiempo, haz un grafico temporal situando la escala temporal en el eje de
las abscisas y los valores de la variable en el eje de las ordenadas. Un gréfico
temporal puede revelar tendencias u otros cambios a lo largo del tiempo.

EJERCICIOS DE LA SECCION 1.2

1.11. Salarios de técnicos de la FAO. He aqui una pequefa parte de un conjunto
de datos que describe los salarios pagados por la Organizacion de las Naciones
Unidas para la Agricultura y la Alimentacién (FAO) a sus técnicos de alto nivel
durante el periodo 1999 /2000:

Técnico Nacionalidad Posicion Edad Salario
Josep Ferre Espanola Oficial de enlace 38 58.378
Akima Mohamed  Marroqui Coordinadora de programa 27 63.477
Robert Plumb Britanica Oficial superior de finanzas 63 65.321
Jorge Pérez Mexicana Especialista en gestion 43 57.567

(a) ;Qué individuos describe este conjunto de datos?

(b) Aparte del nombre de los técnicos, ;cudntas variables contiene el conjunto
de datos? De estas variables, ;cudles son categoéricas y cudles cuantitativas?

(c) Basdndote en la tabla, ;cudles crees que son las unidades de medida de
cada una de las variables cuantitativas?

1.12. ;A qué edad muere la gente joven? En 1997 las muertes de personas entre
15 y 24 afios en EE UU se debieron a siete causas principales: accidentes, 12.958;
homicidios, 5.793; suicidios, 4.146; cancer, 1.583; enfermedades del corazon, 1.013;
defectos congénitos, 383; y sida, 276.°
(a) Dibuja un diagrama de barras para mostrar la distribucién de estos datos.
(b) Para dibujar un diagrama de sectores, ;qué otra informacién necesitas?

1.13. Estilo de escritura y estadistica. Los datos numéricos pueden distinguir di-
ferentes estilos de escritura e incluso a veces hasta autores individuales. Tenemos
datos sobre el porcentaje de palabras de 1 a 15 letras utilizadas en los articulos de
la revista Popular Science:’

SBirths and Deaths: Preliminary Data for 1997, Monthly Vital Statistics Reports, 47, n° 4, 1998.
"Datos obtenidos por estudiantes.
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Longitud | 1 2 3 4 5 6 7 8
Porcentaje | 3,6 14,8 18,7 16,0 12,5 82 871 59
Longitud 9 10 11 12 13 14 15
Porcentaje | 44 3,6 21 09 06 04 02

(a) Dibuja un histograma correspondiente a esta distribucién. Describe la for-
ma, el centro y la dispersion.

(b) ;Cémo podemos comparar la distribucién de la longitud de las palabras
utilizadas en Popular Science con la distribucién de la longitud de las palabras en
las obras de Shakespeare de la figura 1.4? Fijate especialmente en las palabras
cortas (2, 3 y 4 letras) y en las palabras muy largas (més de 10 letras).

1.14. Huracanes. El histograma de la figura 1.8 muestra el ntimero de huracanes
que alcanzaron la costa este de EE UU durante un periodo de 70 afios.® Describe
de manera breve la forma de esta distribucién. ;Dénde queda aproximadamente
su centro?

204

—_
a1
1

10

Numero de afios

a1
1

Numero de huracanes

Figura 1.8. Distribucién del ntimero de huraca-
nes en la costa este de EE UU durante un periodo
de 70 afios. Para el ejercicio 1.14.

8H. C. S. Thom, Some Methods of Climatological Analysis, World Meteorological Organization, Gi-
nebra, Suiza, 1966.
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1.15. Nimero de goles. La figura 1.9 muestra la distribucién del niimero de goles
de los jugadores de primera divisién de la liga espafiola de fitbol que al menos
marcaron 5 goles durante la temporada 1999,/2000.

(a) La distribucion, jes aproximadamente simétrica, claramente asimétrica o
ninguna de la dos cosas?

(b) ;Cual es el ntimero de goles tipico de un jugador de la liga espafiola de
fatbol de la temporada 1999/2000? ;Cuales son el maximo y el minimo de goles
marcados?

15—

10 1

Ntumero de jugadores

0I—II_I_II_I_IHI—I

5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27

Ntmero de goles

Figura 1.9. Distribucién del ntimero de goles de los jugado-
res de primera division de la liga espafiola de fatbol durante
la temporada 1999/2000.

1.16. Supén que tus amigos y td mismo vacidis vuestros monederos y vais apun-
tando la fecha que aparece en cada moneda que sacdis. La distribucién de estos
datos es asimétrica hacia la izquierda. Explica por qué.

1.17. Piramide de edad en EE UU. La pirdmide de edad de un pais tiene una
gran influencia sobre sus condiciones sociales y econémicas. La tabla 1.3 muestra
la distribucién por edades de los residentes en EE UU en el afio 1950 y en el 2075,
en millones de personas. Los datos del afio 1950 proceden del censo de poblacién
de ese afio. Los datos del afio 2075 corresponden a una prediccién oficial.
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Tabla 1.3. Piramides de edad de 1950 y 2075 en los EE UU
(en millones de personas).

Grupo de edad 1950 2075
Menor de 10 afios 29,3 34,9
De 10 a 19 anos 21,8 35,7
De 20 a 29 afios 24,0 36,8
De 30 a 39 afos 22,8 38,1
De 40 a 49 afios 19,3 37,8
De 50 a 59 anos 15,5 37,5
De 60 a 69 afios 11,0 34,5
De 70 a 79 anos 5,5 27,2
De 80 a 89 afios 1,6 18,8
De 90 a 99 anos 0,1 7,7
De 100 a 109 afios — 1,7
Total 151,1 310,6

(a) Como la poblacién total del afio 2075 es muy superior a la de 1950, la
comparacién de los porcentajes de cada grupo de edad es mds clara que la com-
paracién de los recuentos. Construye una tabla sobre los porcentajes de poblaciéon
total en cada grupo de edad para 1950 y para 2075.

(b) Dibuja el histograma de la distribucién por edades (en porcentajes) del
ano 1950. Luego describe las caracteristicas mas importantes de esta distribucion.
En particular, fijate en el porcentaje de nifios respecto al total de la poblacion.

(c) Dibuja un histograma con los datos estimados del afio 2075. Utiliza las
mismas escalas que has empleado en el apartado (b) para facilitar la compara-
cién. ;Cuéles son los cambios mds importantes en la distribucién por edades de
la poblacién estimada de EE UU durante el periodo de 125 afios entre 1950 y 2075?

1.18. Goles marcados por Paulino Alcantara. He aqui el ntimero de goles que
marc6 Paulino Alcdntara mientras fue jugador del EC. Barcelona, desde la tem-
porada 1911/12 hasta la temporada 1926/27:

6 15 21 25 33 0 5 42 47 19 42 34 39 6 15 8

Dibuja un diagrama de tallos con estos datos. La distribucién, ;es aproxima-
damente simétrica, claramente asimétrica o nada de esto?
En un afio tipico, jcudntos goles marcé aproximadamente Paulino Alcantara?
¢Existe alguna observacion atipica?

1.19. Goles marcados por Ladislao Kubala. Ladislao Kubala ha sido uno de los
mejores jugadores de ftitbol de todos los tiempos. He aqui el niimero de goles que



Diagrama
de tallos
doble

28 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

marcé por temporada mientras fue jugador del F.C. Barcelona desde la tempora-
da 1950/51 hasta la temporada 1960/61:

16 48 18 28 19 22 14 19 17 25 17

Un diagrama de tallos doble nos ayuda a comparar dos distribuciones. Sitda
los tallos como es habitual. Sin embargo, traza dos lineas verticales una a cada
lado de los tallos. A la derecha, sittia las hojas correspondientes a los goles de
Paulino Alcantara (ejercicio 1.18). A la izquierda, sittia las hojas correspondientes
a los goles de Ladislao Kubala. Sittia las hojas de cada tallo en orden creciente a
partir del tallo. Describe brevemente las diferencias existentes entre ambas distri-
buciones.

1.20. Mercado en baja. Los inversores hablan de un “mercado en baja” cuando el
valor de las acciones cae sustancialmente. La tabla 1.4 proporciona datos de todas
las caidas de al menos un 10% del indice Standard & Poor’s entre 1940 y 1977. Los
datos muestran la bajada de los indices respecto al valor méximo y los meses que
se mantuvo dicha bajada.

Tabla 1.4. Valor de las caidas y duracién del indice Standard & Poor’s.

Aio Descenso Duracién Aio Descenso Duracién

(porcentaje) (meses) (porcentaje) (meses)
1940-1942 42 28 1966 22 8
1946 27 5 1968-1970 36 18
1950 14 1 1973-1974 48 21
1953 15 8 1981-1982 26 19
1955 10 1 1983-1984 14 10
1956-1957 22 15 1987 34 3
1959-1960 14 15 1990 20 3
1962 26 6

(a) Dibuja un diagrama de tallos con los porcentajes de las bajadas del valor
de las acciones durante estos afios. Vuelve a dibujar el diagrama de tallos, pero
dividiendo los tallos. ;Qué diagrama prefieres? ; Por qué?

(b) La forma de esta distribucién es irregular, de todas formas la podemos
describir como algo asimétrica. La distribucién, ;es asimétrica hacia la derecha o
hacia la izquierda?

(c) Describe el centro y la dispersién de los datos. ;Qué le dirfas a un inver-
sor sobre la disminucién del valor de las acciones en afios con el mercado en baja?
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1.21. Marat6n de Boston. A partir de 1972, se permitio la participaciéon de mujeres
en la maratén de Boston. En la tabla 1.5, se muestran los tiempos (en minutos) de
las mujeres que ganaron desde 1972 hasta 1998.

(a) Dibuja un diagrama temporal con los tiempos de las ganadoras.

(b) Describe de forma breve la distribucién de los tiempos de las ganadoras
de la maratén a lo largo de estos afios. En los dltimos afios, ¢los tiempos han de-
jado de bajar?

Tabla 1.5. Tiempos de las ganadoras de la maratén de Boston.

Ano Tiempo Aio Tiempo Aio Tiempo
1972 190 1981 147 1990 145
1973 186 1982 150 1991 144
1974 167 1983 143 1992 144
1975 162 1984 149 1993 145
1976 167 1985 154 1994 142
1977 168 1986 145 1995 145
1978 165 1987 146 1996 147
1979 155 1988 145 1997 146
1980 154 1989 144 1998 143

1.22. La epidemia de gripe de 1918. Entre 1918 y 1919 una epidemia de gripe
maté a més de 25 millones de personas en todo el planeta. He aqui datos sobre
el nimero de nuevos casos de gripe y la cantidad de muertos en San Francisco,
semana a semana, desde el 5 de octubre de 1918 hasta el 25 de enero de 1919. La
fecha corresponde al tltimo dia de la semana.’

Fecha Nuevoscasos Muertos | Fecha Nuevos casos Muertos
5-oct 36 0 7-dic 722 50
12-oct 531 0 14-dic 1.517 71
19-oct 4.233 130 21-dic 1.828 137
26-oct 8.682 552 28-dic 1.539 178
2-nov 7.164 738 4-ene 2416 194
9-nov 2.229 414 11-ene 3.148 290
16-nov 600 198 18-ene 3.465 310
23-nov 164 90 25-ene 1.440 149
30-nov 57 56

9A. W. Crosby, America’s Forgotten Pandemic: The Influenza of 1918, Cambridge University Press,
Nueva York, 1989.
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(a) Dibuja un diagrama temporal con los datos de nuevos casos de gripe.
Basdndote en tu diagrama, describe la progresion de la enfermedad.

(b) Nos gustarfa comparar la distribucién del nimero de nuevos casos con la
distribucién del nimero de muertos. Para conseguir que las magnitudes de las
dos variables sean similares y facilitar la comparacién, representa el ntimero de
muertos con relacién al tiempo desde el 5 de octubre hasta el 25 de enero. Luego,
utilizando otro color, representa en el mismo grafico el nimero de nuevos casos
dividido por 10. ;Qué ves? Concretamente, ;cudl es el desfase entre el cambio en
el nimero de nuevos casos y el cambio en el nimero de muertos?

1.23. jFijate en las escalas! La impresion que proporciona un gréfico temporal
depende de las escalas que utilices en los dos ejes. Si estiras el eje de las ordena-
das y comprimes el eje de las abscisas, los cambios aparecen como mas rapidos.
En cambio, si comprimes el eje de las ordenadas y estiras el eje de las abscisas los
cambios aparecen como mads lentos. Dibuja dos diagramas temporales méds con
los datos del ejemplo 1.6, de manera que en un gréfico dé la impresién de que las
muertes por cdncer aumentan muy rdpidamente y en el otro, en cambio, que di-
cho incremento parezca muy suave. La moraleja de este ejercicio es: “Fijate en las
escalas cuando mires un diagrama temporal”.

1.24. Poblacién de los Estados. La tabla 1.6 presenta algunos datos sobre Esta-
dos europeos. La primera columna identifica los Estados. La segunda indica la
region socio-politica a la que pertenece cada uno de ellos: los paises de la Unién
Europea (UE), los paises del Este (EE, ex bloque soviético) y otros paises (OT). La
tercera y la cuarta columnas son estimaciones de la ONU sobre la poblaciéon de
cada Estado en 1993 en miles de personas y sobre su superficie total en kilémetros
cuadrados. La quinta columna contiene estimaciones del Banco Mundial sobre el
producto interior bruto per cdpita de cada Estado para el afio 1994 expresado en
dolares. Las tres variables restantes son indices educativos y culturales utilizados
por la UNESCO para caracterizar los distintos paises del mundo. Las variables
sexta y séptima son el ntiimero de periédicos (la media del ndmero de ejempla-
res vendidos cada dia) y el nimero de aparatos de televisiéon por cada 1.000 habi-
tantes. Son estimaciones para los afios 1992 y 1993, respectivamente. Finalmente,
la dltima columna contiene una estimacion del gasto ptiblico en educacién de ca-
da Estado para el afio 1993 expresado como un porcentaje sobre la renta per cdpita.

Dibuja un diagrama de tallos sobre la poblacion de los Estados. Describe bre-
vemente la forma, el centro y la dispersion de la distribucién poblacional. Explica
por qué la forma de la distribucién no es sorprendente. ;Hay algtin Estado que
consideres que es una observacién atipica?
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Tabla 1.6. Datos sobre los Estados europeos.

PIB
Poblacién per cdpita % PIB en
(1.000 hab.) Superficie 1994 educacién

Estado Region 1.993 (km?) (délares) Periédicos” Televisiones’ publica
Albania EE 3.389 28.748 360 49 89 -

Alemania UE 80.857 356.755 25.580 323 559 -

Andorra oT 61 453 15.000 67 367 -

Austria UE 7.863 83.849 24.950 398 479 5,80
Bélgica UE 10.046 30.513 22.920 310 453 5,10
Bielorrusia EE 10.188 207.595 2.160 186 272 5,30
Bosnia-Herzegovina  EE 3.707 51.129 700 131 - -

Bulgaria EE 8.870 110.912 1.160 164 260 5,80
Croacia EE 4511 56.538 2.530 532 338 -

Dinamarca UE 5.165 43.069 28.110 332 538 7,40
Eslovaquia EE 5314 49.035 2.230 317 474 5,70
Eslovenia EE 1.937 20.521 7.140 160 297 6,20
Espafia UE 39.514 504.782 13.280 104 400 4,60
Estonia EE 1.553 45.100 2.820 - 361 5,90
Finlandia UE 5.058 337.009 18.850 512 504 7,20
Francia UE 57.508 547.026 23.470 205 412 5,80
Grecia UE 10.377 131.994 7.480 135 202 3,10
Holanda UE 15.285 40.844 21.970 383 491 5,90
Hungria EE 10.210 93.030 3.840 282 427 6,70
Irlanda UE 3.524 70.283 13.630 186 301 6,20
Islandia oT 263 103.000 24.590 519 335 5,60
Italia UE 57.127 301.225 19.270 106 429 5,40
Letonia EE 2.611 64.500 2.290 98 460 6,70
Liechtenstein OoT 30 157 35.000 653 337 -

Lituania EE 3.712 65.200 1.350 225 383 4,40
Luxemburgo UE 395 2.586  39.850 372 261 -

Macedonia EE 2.119 25.713 790 27 165 5,00
Malta oT 361 316 8.000 150 745 4,60
Moldavia EE 4.408 33.700 870 47 - 6,50
Mbénaco oT 31 2 25.000 258 739 -

Noruega UE 4.299 324.219 26.480 607 427 8,40
Polonia EE 38.303 312.677 2.470 159 298 5,50
Portugal UE 9.838 92.082 9.370 47 190 5,00
Reino Unido UE 57.924 244.046 18.410 383 435 5,20
Reptblica Checa EE 10.296 78.864 3.210 583 476 5,80
Rumania EE 23.023 237.500 1.230 324 200 3,60
Rusia EE 147.760  17.075.400 2.650 387 372 4,40
San Marino oT 24 61 20.000 - 352 -

Suecia UE 8.694 449.964 23.630 511 470 8,30
Suiza OoT 7.056 41.288 23.630 377 400 5,20
Ucrania EE 51.551 603.700 1.570 118 339 6,10
Yugoslavia EE 10.623 87.968 1.000 52 179 —

* Por 1.000 hab.

EE = Estado del Este.
UE = Uni6n Europea.
OT = Otros Estados.
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1.25. Distribucién del PIB per cdpita. Dibuja un diagrama de tallos con la distri-
bucién del PIB per cdpita de los Estados europeos (tabla 1.6). Describe brevemente
la forma de la distribucién. Halla el punto medio de los datos y sefiala su valor
en el diagrama de tallos.

1.26. Televisores por cada 1.000 habitantes. Representa graficamente la distribu-
cién del niimero de televisores por cada 1.000 habitantes en los Estados europeos
(tabla 1.6). ;Cuadl es la forma de la distribucion? ;Existe alguna observacion atipi-
ca o desviacion notable?

1.3 Descripcién de las distribuciones con ntimeros
Ladislao Kubala posiblemente sea el mejor jugador que nunca haya tenido el

F.C. Barcelona. He aqui el ntimero de goles por temporada que marcé este ju-
gador mientras estuvo en el F.C. Barcelona:

Temporada Goles | Temporada Goles

1950/51 16 1956/57 14
1951/52 48 1957/58 19
1952/53 18 1958/59 17
1953/54 28 1959/60 25
1954 /55 19 1960/61 17

1955/56 22

El diagrama de tallos de la figura 1.10 muestra la forma, el centro y la dis-
persion de estos datos. La distribucién es asimétrica hacia la derecha. El centro
es aproximadamente 18 y la dispersién va de 14 hasta 48. La forma, el centro y
la dispersién proporcionan una buena descripcién de la distribuciéon general de
cualquier distribucién de una variable numérica. A continuacién, veremos cémo
caracterizar el centro y la dispersién de cualquier distribucién.

114677899
21258

3

418

Figura 1.10. Distribucién del ndmero de goles marcados por tempo-
rada por Ladislao Kubala mientras fue jugador del F.C. Barcelona.
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1.3.1 Una medida de centro: la media

Casi siempre la descripcién de una distribucién incluye una medida de su centro.
La medida de centro mds comun es la media aritmética o media.

LA MEDIA, #

Para hallar la media de un conjunto de observaciones, suma sus valores
y divide por el niimero de observaciones. Si las n observaciones son x;,
X, ..., X, sumedia es

X +X A+t X,
n

_f:

o de forma mds compacta

_’)Z':

L

1
n

La ) (letra griega sigma maytscula) en la férmula de la media significa “su-
ma de todos los elementos”. Los subindices de las observaciones x; son una forma
de distinguir las n observaciones. Los subindices no indican necesariamente ni
orden ni ninguna caracteristica especial de los datos. La barra sobre la x sim-
boliza la media de todos los valores de x. Nos referimos a X como a “x barra”.
Esta notacién es muy comin. Cuando utilizamos los simbolos X o i siempre nos
referimos a una media aritmética.

EJEMPLO 1.7. Goles marcados por Ladislao Kubala

El ntimero medio de goles que marc6 Ladislao Kubala mientras fue jugador del
E.C. Barcelona desde la temporada 1950/51 hasta la temporada 1960/61 es

X1 +X+ -+ X,

n
16448+ - 417
B 11
- Py

11
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En la préctica no es necesario que sumes y dividas; puedes entrar los datos
en una calculadora y utilizar la funcién que calcula la media aritmética. No obs-
tante, tienes que saber qué es lo que hace la calculadora. La temporada 1951/52,
el nimero de goles que marcé Kubala fue extraordinario: 48. ;Cambia mucho la
media si excluimos este valor? La distribucién, jes simétrica? ;Cudl es la posiciéon
de la media? Si eliminamos la temporada 1951/52, la media del ntimero de goles
marcados por Kubala es 17,72. B

El ejemplo 1.7 ilustra un hecho importante sobre la media como medida de
centro: es sensible a la influencia de unas pocas observaciones extremas. Pueden
ser observaciones atipicas, pero una distribucién asimétrica que no tenga obser-
vaciones atfpicas también desplazard la media hacia la cola mas larga. Debido
a que la media no puede resistir la influencia de observaciones extremas, deci-
mos que la media no es una medida robusta de centro.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.27. Actitud de los estudiantes. He aqui los resultados de 18 estudiantes univer-
sitarias de primer curso en la prueba SSHA (Survey of Study Habits and Attitudes)
sobre héabitos de estudio y actitud:

154 109 137 115 152 140 154 178 101
103 126 126 137 165 165 129 200 148

(a) Halla sin calculadora la media de estos datos utilizando la férmula. Ahora,
calcula la media con la ayuda de una calculadora. Comprueba que obtienes el
mismo resultado.

(b) El diagrama de tallos del ejercicio 1.9 sugiere que una puntuacién de 200
es una observacion atipica. Utiliza tu calculadora para hallar la media prescin-
diendo de dicho valor. Describe brevemente cémo la observacién atipica modifica
la media.

1.3.2 Una medida de centro: la mediana

Enlaseccién 1.2, utilizamos el valor central de una distribucién como una medida
informal de centro. La mediana es la formalizacién de este valor central, mediante
una regla especifica para su calculo.
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LA MEDIANA M

La mediana M es el punto medio de una distribucién, es decir, es el
nimero tal que la mitad de las observaciones son menores y la otra
mitad, mayores. Para hallar la mediana de una distribucién:

1. Ordena todas las observaciones de la minima a la méxima.

2. Siel namero de observaciones n es impar, entonces la mediana M

es la observacion central de la lista ordenada. Halla la posicién de

n+1

la mediana contando Y observaciones desde el comienzo de la

lista.

3. Siel ntimero de observaciones 7 es par, la mediana M es la media

de las dos observaciones centrales de la lista ordenada. La posi-

n+1

cién de la mediana se halla, otra vez, contando "2 observaciones

desde el comienzo de la lista.

Fijate en que la férmula “! ”*1

no da la mediana, simplemente sittia la mediana
en la lista ordenada. Para el calculo de la mediana son necesarios pocos pasos, por
tanto, es facil hallarla a mano cuando se tiene un conjunto de datos pequefo. Sin
embargo, ordenar incluso un ntimero de datos no demasiado elevado es pesado.
En consecuencia, hallar la mediana a mano es molesto. Incluso las calculadoras
mas sencillas tienen la tecla X. Sin embargo, para hallar la mediana es necesario

utilizar un ordenador o una calculadora con funciones estadisticas avanzadas.

EJEMPLO 1.8. Cilculo de la mediana
Halla la mediana del ntimero de goles de Paulino Alcdntara mientras fue jugador
del EC. Barcelona. En primer lugar, ordena los datos en forma creciente:

0 56 6 8 15 15 19 21 25 33 34 39 42 42 47

En total tenemos n = 16 observaciones, un ntimero par. No hay una tnica
observacién central, sino dos. Son los dos valores que se han marcado en negrita.
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Estas observaciones tienen 7 observaciones a la izquierda y 7 a la derecha. La me-
diana se halla a medio camino de estas observaciones. Para localizarla podemos
utilizar la férmula:

n—i—l_g_

Localizaciéon de M =
ocalizacién de > 5

8,5

El valor 8,5 indica “a medio camino entre la octava y la novena observaciéon”.
Este resultado concuerda con lo que hemos visto a simple vista.

(Cuadl es el valor de la mediana? Podemos calcular su valor de la siguiente
manera:

19421

M:
2

20

Podemos comparar Paulino Alcantara con Ladislao Kubala. Estos son los go-
les, ordenados, que marcé Kubala mientras fue jugador del F.C. Barcelona

14 16 17 17 18 19 19 22 25 28 48

Tenemos un ntimero impar de observaciones, por tanto, existe una observa-
cién central. Esta observaciéon es la mediana. Es el valor 19 que se ha marcado
en negrita. Tiene 5 observaciones a la izquierda y 5 observaciones a la derecha.
Aunque Kubala ha sido el mejor jugador de todos los tiempos del FE.C. Barcelona,
la mediana de Alcantara es ligeramente mayor.

Debido a que n = 11, nuestra férmula para localizar la mediana da

n+1_2_

2 2 6

Localizacién de M =

Es decir, la mediana es la sexta observaciéon. Es mds rapido utilizar esta foér-
mula que localizar a ojo la mediana. W

1.3.3 Comparacion entre la media y la mediana

Los ejemplos 1.7 y 1.8 muestran una diferencia importante entre la media y la
mediana. El ejemplo 1.7 muestra cémo una observacién atipica tira de la media.
La media de los goles de Kubala con todas las observaciones es 22,09; si elimina-
mos la observacion atipica, la media es 17,72. Sin embargo, el valor de la mediana
cambia mucho menos, va de 19 a 18,5. A diferencia de la media, la mediana es ro-
busta. Si la temporada 1951 /52 Kubala hubiera marcado 480 goles, el valor de la
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mediana no cambiaria en absoluto. El valor 480 tan s6lo es un valor més entre los
valores mayores que el valor central, no importa si se halla muy alejado o poco.
En cambio, en el calculo de la media se tienen en cuenta los valores de todas las
observaciones, por tanto, un valor muy grande hace que aumente su valor.

La media y la mediana de una distribucién simétrica se encuentran muy cer-
ca. Si la distribucion es exactamente simétrica, la media y la mediana son exacta-
mente iguales. En una distribucién asimétrica, la media queda desplazada hacia
la cola mas larga. Por ejemplo, la distribucién del precio de las viviendas es muy
asimétrica hacia la derecha. Existen muchas viviendas de precio moderado y unas
cuantas que son muy caras. Las pocas viviendas caras tiran de la medjia y, sin em-
bargo, no afectan a la mediana. Por ejemplo, el precio medio de todas las vivien-
das vendidas en Espafia en 1993 fue de 139.400 €. En cambio, el precio mediano
fue de 117.000 €. En los informes sobre los precios de las viviendas, sobre los
ingresos y sobre otras distribuciones muy asimétricas normalmente se calcula la
mediana (“el valor central”) en lugar de la media (“el valor promedio”). De to-
das formas, si fueras un inspector de Hacienda interesado en el valor total de tu
zona, tendrés que utilizar la media. El valor total es la media multiplicada por el
namero total de casas. El valor total no estéd relacionado con la mediana. Aunque
la media y la mediana miden el centro de maneras diferentes; las dos son ttiles.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.28. Médicos suizos. Un estudio en Suiza examiné el ntimero de ceséreas lleva-
das a cabo por 15 médicos (hombres) durante un afio. Sus resultados fueron

27 50 33 25 86 25 85 31 37 44 20 36 59 34 28

(a) Dibuja un histograma con estos datos. Fijate en que existen dos observa-
ciones atipicas.

(b) Halla la media y la mediana del namero de cesareas. ;Como se puede
explicar, a partir de las observaciones atipicas, la diferencia entre ambas?

(c) Halla la media y la mediana del ntimero de cesdreas sin las dos observa-
ciones atipicas. Los resultados en (b) y en (c), silustran la robustez de la mediana
y la falta de robustez de la media?

1.29. Los mas ricos. En EE UU la distribucién de los ingresos individuales es
muy asimétrica hacia la derecha. En 1997 la media y la mediana de los ingre-
sos del 1% de los estadounidenses mads ricos era de 330.000 y 675.000 ddlares,
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respectivamente. ;Cudl de estos valores corresponde a la media y cudl a la me-
diana? Justifica tu respuesta.

1.30. En el ejercicio 1.27 hallaste la media de los resultados en la prueba SSHA de
18 estudiantes universitarias de primer curso. Ahora, calcula la mediana de estos
resultados. ;La mediana es mayor o menor que la media? Explica por qué ocurre
de esta manera.

1.3.4 Una medida de dispersién: los cuartiles

La media y la mediana proporcionan dos medidas distintas del centro de una
distribucién. Sin embargo, caracterizar una distribucién sélo con una medida de
su centro puede ser engafoso. Dos provincias con la misma mediana de ingre-
sos por hogar son muy distintas si una de ellas tiene extremos de pobreza y de
riqueza, mientras que la otra tiene poca variacién entre familias. Un lote de medi-
cinas con una concentracién media adecuada en su componente activo puede ser
muy peligroso si hay comprimidos con contenidos del componente activo muy
elevados y otros con contenidos muy bajos. Estamos interesados en la dispersién o
variabilidad de los ingresos o de las concentraciones del componente activo, ade-
maés de estarlo en sus centros. La descripcién numérica til mds simple de una
distribucién consiste en una medida de centro y una medida de dispersion.

Una manera de medir la dispersion es dar las observaciones méxima y mi-
nima. Por ejemplo, el ntimero de goles marcados por temporada por Paulino Al-
cantara va de 0, una temporada que Paulino estuvo mucho tiempo en Filipinas,
hasta 47. Estas dos observaciones nos dan la dispersion total de los datos. Sin
embargo, la presencia de alguna observacion atipica nos puede enmascarar esta
medida de dispersion. Podriamos mejorar nuestra descripcion de la dispersion
fijzndonos también en la dispersion del 50% de los valores centrales de los datos.
Los cuartiles determinan entre qué valores se encuentra la mitad central de las
observaciones. Ordenemos las observaciones de menor a mayor. El primer cuar-
til separa el primer 25% de las observaciones. El tercer cuartil separa el primer
75% de observaciones. En otras palabras, el primer cuartil es mayor que el 25%
de las observaciones. El tercer cuartil es mayor que el 75% de las observaciones.
El segundo cuartil es la mediana. El segundo cuartil es mayor que el 50% de las
observaciones. Esta es la idea de los cuartiles. Necesitamos una regla para con-
cretar esta idea. La regla para calcular los cuartiles utiliza la regla de la mediana.
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LOS CUARTILES Q, Y Q,

Para calcular los cuartiles:

1. Ordena las observaciones en orden creciente y localiza la media-
na M en la lista ordenada de observaciones.

2. El primer cuartil Q, es la mediana de las observaciones situadas
a la izquierda de la mediana global.

3. El tercer cuartil Q; es la mediana de las observaciones situadas a
la derecha de la mediana global.

Veamos un ejemplo de cémo utilizar las reglas anteriores para hallar los cuar-
tiles cuando se tiene un ntimero par y un niimero impar de observaciones.

EJEMPLO 1.9. Halla los cuartiles

El ntimero de goles que marcé por temporada Paulino Alcéntara, ordenados, es

0 5 6 6 8 15 15 19 21 25 33 34 39 42 42 47
1 1 1
Q M Qs

Tenemos un nimero par de observaciones, por tanto, la mediana se halla a
medio camino de las dos observaciones centrales: la octava y la novena. El primer
cuartil es la mediana de las primeras 8 observaciones, ya que éstas se hallan a la
izquierda de la mediana. Comprueba que los cuartiles son Q; = 7y Q; = 36,5.
Cuando el ntimero de observaciones es patr, todas ellas intervienen en el cdlculo
de los cuartiles.

Fijate en que los cuartiles son robustos. Por ejemplo, si el récord de Alcatara
fuera de 470 goles, en vez de 47, el valor de Q; no cambiaria.

Los datos sobre los goles por temporada de Kubala, también ordenados, son

14 16 17 17 18 19 19 22 25 28 48

T T T
Ql M Q3
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Tenemos un nimero impar de observaciones, por tanto, la mediana es el va-
lor central, que se ha marcado en negrita. El primer cuartil es la mediana de las
5 observaciones que quedan a la izquierda de la mediana. Por tanto, Q; = 17.
También puedes utilizar la férmula que vimos para localizar la mediana con
n = 5 observaciones:

n+1 5+1

3
2 2

Localizaciéon de Q, =

El tercer cuartil es la mediana de las 5 observaciones que quedan a la derecha
de la mediana, Q; = 25. La mediana global queda fuera del calculo de los cuarti-
les cuando hay un ntimero impar de observaciones. ll

Ve con cuidado cuando, tal como ocurre en estos ejemplos, diversas observa-
ciones toman el mismo valor numérico. Escribe todas las observaciones y aplica
las reglas como si todos los valores fueran distintos. Algunos programas estadis-
ticos utilizan una regla un poco distinta para hallar los cuartiles, por lo que los
resultados del ordenador pueden ser algo distintos de los que calcules a mano.
Pero no te preocupes por eso. Las diferencias serdn siempre demasiado pequefias
para ser importantes.

1.3.5 Los cinco nimeros resumen y los diagramas de caja

Aunque las observaciones méxima y minima nos dicen poco sobre la distribu-
cién en conjunto, sin embargo nos dan informacién sobre sus colas. Esta infor-
macién no queda reflejada si solamente conocemos Q;, M y Q;. Para tener un
resumen rapido del centro y la dispersién, combina los cinco ntimeros.

LOS CINCO NUMEROS RESUMEN

Los cinco ntimeros resumen de un conjunto de datos consisten en la ob-
servaciéon minima, el primer cuartil, la mediana, el tercer cuartil y la
observacién méxima, escritos en orden de menor a mayor. De forma sim-
bélica son

Minima Q; M @Q; Maxima
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Figura 1.11. Diagramas de caja en un mismo grafico para comparar el nimero
de goles por temporada de Paulino Alcantara y de Ladislao Kubala.

Estos cinco nlimeros proporcionan una descripcién razonablemente completa
del centro y la dispersién. Los cinco nimeros resumen del ejemplo 1.9 son

0 7 20 36,5 47
para Paulino Alcéntara y
14 17 19 25 48

para Ladislao Kubala. Los cinco ntimeros resumen de una distribucién nos con-
ducen a un nuevo grafico, el diagrama de caja. La figura 1.11 nos muestra los
diagramas de caja correspondientes a estas distribuciones.

DIAGRAMA DE CAJA

Un diagrama de caja muestra graficamente los cinco nimeros resumen.

e Los lados superior e inferior de la caja corresponden a los
cuartiles.

e Elsegmento del interior de la caja corresponde a la mediana.

e Los extremos de los segmentos perpendiculares a los lados su-
perior e inferior de la caja corresponden a los valores méximo y
minimo, respectivamente.
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Debido a que los diagramas de caja proporcionan menos detalles que los his-
togramas o los diagramas de tallos, se utilizan para comparar simultdineamente
varias distribuciones, como en la figura 1.11. Los diagramas de caja se pueden di-
bujar de forma horizontal o vertical. Asegurate de incluir una escala numérica en
el grafico. Cuando mires un diagrama de caja, localiza primero la mediana que si-
taa el centro de la distribucién. Luego, fijate en la dispersién. Los cuartiles mues-
tran la dispersién del 50% de los datos centrales; los extremos de los segmentos
perpendiculares a los lados superior e inferior de la caja (observaciones maxima
y minima) muestran la dispersién de todos los datos. En la figura 1.11 vemos que
Kubala era mucho mads regular que Alcantara, ya que la dispersién de su nime-
ro de goles por temporada es mucho menor. Este hecho queda especialmente
claro si nos fijamos en la dispersion del 50% de los datos centrales.

Un diagrama de caja también informa sobre la simetria o la asimetria de la
distribucién. En una distribucién simétrica, el primer y el tercer cuartil estdn
aproximadamente a la misma distancia de la mediana. En la mayoria de las dis-
tribuciones asimétricas hacia la derecha, en cambio, el tercer cuartil estard situado
mucho més a la derecha de la mediana que el primer cuartil a su izquierda. Los
extremos se comportan de la misma manera; pero recuerda que s6lo son observa-
ciones individuales y puede ser que digan poco sobre la distribucién global.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.31. Médicos suizos. El ejercicio 1.28 proporciona el nimero de ceséreas realiza-
das por 15 médicos en Suiza. El mismo estudio también proporciona el ntimero
de cesareas llevadas a cabo por 10 doctoras:

5 7 10 14 18 19 25 29 31 33

(a) Halla los cinco ntimeros resumen de cada grupo.
(b) Dibuja un diagrama de tallos doble para comparar el ndmero de opera-
ciones realizadas por los doctores y las doctoras. ;Cudles son tus conclusiones?

1.32. ;Qué edad tienen los presidentes de EE UU? ;Qué edad tenian los presi-
dentes de EE UU al inicio de su mandato? Bill Clinton tenia 46 afios, ;era muy
joven cuando tomé posesién de su cargo? La tabla 1.7 proporciona las edades de
todos los presidentes de EE UU al inicio de su mandato.

(a) Representa mediante un diagrama de tallos la distribucién de las edades.
A partir de la forma de la distribucién, ;crees que la mediana tiene que ser mucho
menor que la media, igual o mucho mayor?
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Tabla 1.7. Edades de los presidentes de EE UU al inicio de su mandato.

Presidente Afio Presidente Aio Presidente Aio
Washington 57 Buchanan 65 Harding 55
J. Adams 61 Lincoln 52 Coolidge 51
Jefferson 57 A. Johnson 56 Hoover 54
Madison 57 Grant 46 F. D. Roosevelt 51
Monroe 58 Hayes 54 Truman 60
J. Q. Adams 57 Garfield 49 Eisenhower 61
Jackson 61 Arthur 51 Kennedy 43
Van Buren 54 Cleveland 47 L. B. Johnson 55
W. H. Harrison 68 B. Harrison 55 Nixon 56
Tyler 51 Cleveland 55 Ford 61
Polk 49 McKinley 54 Carter 52
Taylor 64 T. Roosevelt 42 Reagan 69
Fillmore 50 Taft 51 Bush 64
Pierce 48 Wilson 56 Clinton 46

(b) Calcula la media y los cinco ntimeros resumen, y comprueba que la me-
diana estd donde tti esperabas hallarla.

(c) ¢Cual es el recorrido del 50% de las observaciones centrales de las edades
de los presidentes al inicio de su mandato? ;Bill Clinton estaba entre el 25% de
presidentes mds jovenes?

1.33. PIB per cdpita de Estados europeos. La tabla 1.6 contiene datos sobre los Es-
tados europeos. Queremos comparar la distribucion del PIB per cdpita de los pai-
ses de la Unién Europea (UE) con la de los paises que formaban parte del bloque
soviético (EE). Entramos los datos en el ordenador con los nombres UE para los
paises de la Unién Europea y EE para los paises del extinto bloque soviético. He
aqui los resultados del programa estadistico Minitab que proporciona los cinco
ndimeros resumen junto con otra informacién (otros programas ofrecen resulta-
dos similares).
EE
N MEAN MEDIAN STDEV MIN MAX Q1 Q3
19 2124.7 2160 1541.3 360 7140 1080 2590
UE

N MEAN MEDIAN STDEV MIN MAX Q1 Q3
15 21078.1 22445 7900.7 7480 39850 16020 24290

Utiliza estos resultados para dibujar en un mismo grafico el diagrama de caja
de los paises de la Unién Europea (UE) y el diagrama de caja de los paises que
formaban parte del bloque soviético (EE). Describe brevemente la comparacién
de las dos distribuciones.
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1.3.6 Una medida de dispersién: la desviacién tipica

Los cinco ntimeros resumen no son la descripcién numérica mas comdn de una
distribucién. Esta distincién corresponde a la combinacién de la media para me-
dir el centro y la desviacién tipica para medir la dispersién. La desviacién tipica
mide la dispersion de las observaciones respecto a la media.

LA DESVIACION TiPICA

La varianza s* de un conjunto de observaciones es la suma de los cuadra-
dos de las desviaciones de las observaciones respecto a su media dividido
por n — 1. Algebraicamente la varianza de n observaciones x;, x,, ..., x, es

oo M- H (- (3 -3

n—1
0, de forma mds simple,
=1 Y(x-xp
n—1 ’
La desviacion tipica es la raiz cuadrada positiva de la varianza s*:
1
s = X —X)?
n—1 Z( ! )

En la practica, utilizaremos una calculadora o un ordenador para calcular
la desviacién tipica. De todas maneras, calcular algunos casos, paso a paso, te
ayudard a comprender la varianza y la desviacién tipica.

EJEMPLO 1.10. Cdlculo de la desviacién tipica

El nivel metabdlico de una persona es el ritmo al que el cuerpo consume energfa.
Este nivel es importante en los estudios de dietética. He aqui los niveles metabdli-
cos de 7 hombres que tomaron parte en un estudio de dietética (las unidades son
calorias cada 24 horas; las calorias también se utilizan para describir el contenido
energético de los alimentos).

1.792 1.666 1.362 1.614 1.460 1.867 1.439
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Los investigadores calcularon la ¥ y la s de estos hombres.

En primer lugar, halla la media:

1.792 4 1.666 +1.362 + 1.614 + 1.460 + 1.867 4 1.439

La figura 1.12 muestra los datos como puntos sobre una escala numérica,
la media se ha marcado con un asterisco (*). Las flechas sefialan la situacion de
dos desviaciones con relacién a la media. Estas desviaciones muestran la disper-
sién de los datos con relaciéon a dicha media y son el punto de partida para los

11.200
7

= 1.600 calorias

7

célculos de la varianza y de la desviacién tipica.

Observaciones Desviaciones Desviaciones al cuadrado
X x;i —X (xi — f)z

1.792 1.792 -1.600 = 192 1922 = 36.864
1.666 1.666 —1.600 = 66 662 = 4.356
1.362 1.362 —1.600 = —238 (—238)2 = 56.644
1.614 1.614—-1.600 = 14 14> = 19
1.460 1.460 —1.600 = —140 (—140)2 = 19.600
1.867 1.867 —1.600 = 267 2672 = 71.289
1.439 1.439 —1.600 = —161 (=161)> = 25921

Total = 0 Total = 214.870

La varianza es la suma de las desviaciones al cuadrado dividido por el nt-

mero de observaciones menos uno.

o 214.870

= 35.811,67

La desviacion tipica es la raiz cuadrada positiva de la varianza:

Fijate en que para calcular la varianza s* dividimos el sumatorio por el nime-
ro de observaciones menos uno, es decir, por n — 1, en vez de n. La razén es que
la suma de las desviaciones x; — X es siempre cero, la tiltima desviacién se puede
hallar cuando se conocen las otras n — 1. Solamente n — 1 de las desviaciones al
cuadrado pueden variar libremente. Esta es la razén por la que dividimos por
n —1. Al nimero n — 1 se le denomina grados de libertad de la varianza o de la
desviacién tipica. Muchas calculadoras ofrecen la posibilidad de dividir por n o

s = 4/35.811,67 = 189,24 calorias

por n — 1. Asegtrate de dividir por n — 1.

Grados de
libertad
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x =1.439 x = 1.600 x=1.792
desviacion = —161 desviacion = 192
L] L] L] * @ L] L] L]
) T T T T T 1
1.300 1.400 1.500 1.600 1.700 1.800 1.900

Nivel metabélico

Figura 1.12. Niveles metabdlicos de siete hombres, con la media ()
y las desviaciones de dos observaciones respecto a la media.

Mas importante que los detalles del cdlculo a mano son las propiedades que
determinan la utilidad de la desviacién tipica:

e s mide la dispersion con relacion a la media y se debe utilizar solamente
cuando se elige la media como medida de centro.

e 5 = 0 solamente cuando no hay dispersién. Esto ocurre tinicamente cuando
todas las observaciones toman el mismo valor. En caso contrario s > 0.
A medida que las observaciones se separan méas de la media, s se hace
mayor.

e s tiene las mismas unidades de medida que las observaciones originales.
Por ejemplo, si mides los niveles metabdlicos en calorias, s también se
expresa en calorias. Este es un motivo para preferir s a la varianza s*, que
se expresa en calorias al cuadrado.

e Igual que ocurre con la media X, s no es robusta: fuertes asimetrias o
unas pocas observaciones atipicas pueden hacer que aumente mucho s.
Por ejemplo, la desviacién tipica del niimero de goles que marcé Kuba-
la por temporada es 9,51 (puedes comprobarlo con tu calculadora). Si eli-
minamos la temporada 1951/52, una temporada con un ndmero extraor-
dinario de goles, la desviacion tipica de las restantes temporadas es 4,30.

Puede ser que creas que la importancia de la desviacién tipica no estd sufi-
cientemente justificada. En la préxima secciéon veremos que la desviacién tipica
es la medida natural de dispersién para una importante clase de distribuciones
simétricas: las distribuciones normales. La utilidad de muchos procedimientos
estadisticos estd ligada a la existencia de distribuciones con formas determina-
das. Esto es especialmente cierto en el caso de la desviacion tipica.
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1.3.7 Eleccién de medidas de centro y de dispersion

Hemos visto dos maneras de describir el centro y la dispersién de una distribu-
cién: los cinco ndmeros resumen, por un lado, y ¥ y s, por otro. ;Cudl de estas
dos maneras tenemos que escoger? Debido a que los dos lados de una distribu-
cién muy asimétrica tienen dispersiones distintas, no existe la posibilidad de que
con un solo niimero, como por ejemplo s, podamos describir bien la dispersion.
En tal caso, es mejor utilizar los cinco ntimeros resumen, con los dos cuartiles y
los dos valores extremos.

ELECCION DE UN RESUMEN NUMERICO

Para describir una distribucién asimétrica o una distribucién con observa-
ciones atipicas muy claras, es mejor utilizar los cinco ntimeros resumen.
Utiliza ¥ y s s6lo en el caso de distribuciones razonablemente simétricas
que no presenten observaciones atipicas.

Recuerda que la mejor vision global de una distribucién la da un grafico. Las
medidas numéricas de centro y de dispersion reflejan caracteristicas concretas de
una distribucién, pero no describen completamente su forma. Los resimenes nu-
méricos no detectan, por ejemplo, la presencia de multiples picos o de espacios
vacios. El ejercicio 1.36 proporciona un ejemplo de distribucién para la cual los re-
simenes numéricos son engafiosos. Representa siempre tus datos graficamente.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.34. La concentracion de determinadas sustancias en la sangre influye en la sa-
lud de las personas. He aqui las mediciones del nivel de fosfatos en la sangre
de un paciente que realiz6 seis visitas consecutivas a una clinica, expresadas en
miligramos de fosfato por decilitro de sangre.

56 52 4,6 49 57 64

Un grafico con sélo 6 observaciones da poca informacién, por tanto, pasamos a
calcular la media y la desviacién tipica.
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(a) Halla la media a partir de su definicién. Es decir, halla la suma de las
6 observaciones y divide por 6.

(b) Halla la desviacién tipica a partir de su definicién. Es decir, calcula la
desviacion de cada observacion respecto a su media y eleva estas desviaciones al
cuadrado. Luego, calcula la varianza y la desviacion tipica. El ejemplo 1.10 ilustra
este método.

(c) Ahora introduce los datos en tu calculadora y halla la media y la desvia-
cién tipica. ;Has obtenido los mismos resultados que en los calculos hechos a
mano?

1.35. Ferenc Puskas. El gran jugador de fatbol Ferenc Puskas, conocido popu-
larmente como Cafioncito Pum, jugé de la temporada 1948/49 a la 1956/57 en
el Kispest de Budapest. En 1956 huy6 de Hungria cuando estall6 la Revolucién
hiingara y estuvo dos temporadas sin jugar. En la temporada 1958/59 fiché por
el Real Madrid y estuvo en activo en este equipo como jugador de la liga espa-
fiola hasta la temporada 1965/66. He aqui el ntimero de goles que marcé por
temporada:

Temporada Goles | Temporada Goles
1948 /49 31 1957/58 0
1949/50 25 1958/59 21
1950/51 21 1959/60 25
1951/52 22 1960/61 27
1952/53 27 1961/62 20
1953/54 21 1962/63 26
1954/55 18 1963/ 64 20
1955/56 5 1964 /65 11
1956/57 0 1965/66 4

(a) Utiliza tu calculadora para hallar la media ¥ y la desviacién tipica s del nt-
mero de goles en la liga desde la temporada 1948 /49 hasta la temporada 1965/ 66.

(b) Utiliza tu calculadora para hallar ¥ y s una vez eliminadas las temporadas
1956/57 y 1957/58. ;Cémo afecta la eliminacién de estas dos temporadas a los
valores de X y s?

1.36. PIB per cdpita de los Estados europeos. El ejercicio 1.33 proporciona rest-
menes numéricos sobre el PIB per cdpita de los Estados europeos pertenecientes
a la Unién Europea y sobre los Estados que formaban parte del antiguo bloque
soviético. Ahora considera todos los Estados europeos conjuntamente. Calcula
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los cinco ntimeros resumen y dibuja el diagrama de caja correspondiente. Estos
resimenes numéricos (y el diagrama de caja derivado del mismo) no muestran
una de las caracteristicas mds importantes de esta distribucién. Dibuja un diagra-
ma de tallos con todos los datos sobre el PIB per cdpita de los Estados europeos
de la tabla 1.6. ;Cuadl es la forma de la distribucién? Recuerda que debes empezar
siempre representando graficamente tus datos —los restimenes numéricos no son
una descripcién completa—.

RESUMEN DE LA SECCION 1.3

Un resumen numérico de una distribucién tiene que dar su centro y su disper-
sién o variabilidad.

La media ¥ y la mediana M describen el centro de una distribucién de mane-
ras distintas. La media es la media aritmética de las observaciones; la mediana es
el punto medio de los valores.

Cuando utilices la mediana para indicar el centro de la distribucién, describe
su dispersién dando los cuartiles. El primer cuartil Q, tiene el 25% de las ob-
servaciones a su izquierda; el tercer cuartil Q; tiene el 75% de las observaciones
también a su izquierda.

Los cinco ntiimeros resumen son la mediana, los cuartiles y las observaciones
extremas méxima y minima. Los cinco ntimeros resumen proporcionan una des-
cripcién rapida de una distribuciéon. La mediana describe el centro; los cuartiles
y las observaciones extremas, la dispersion.

Los diagramas de caja basados en los cinco niimeros resumen son ttiles pa-
ra comparar varias distribuciones. Los lados inferior y superior de la caja dan la
dispersion del 50% de los datos centrales. El valor de la mediana se indica en el in-
terior de la caja. Los extremos de los segmentos exteriores muestran la dispersién
total de los datos.

La varianza s* y especialmente su raiz cuadrada positiva, la desviacién ti-
pica s, son medidas comunes de la dispersién de una distribucién respecto a su
media. La desviacion tipica s es cero cuando no hay dispersion y crece a medida
que ésta aumenta.

Una medida robusta de cualquier aspecto de una distribucién se ve relativa-
mente poco afectada por cambios en los valores numéricos de una pequena parte
del ntimero total de observaciones, sin importar la magnitud de estos cambios. La
mediana y los cuartiles son robustas, en cambio, la media y la desviacién tipica
no lo son.
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La media y la desviacion tipica son buenas descripciones de las distribucio-
nes simétricas sin observaciones atipicas. Son especialmente ttiles en el caso de
distribuciones normales que veremos en la siguiente seccién. Los cinco ntimeros
resumen son la mejor sintesis de las distribuciones asimétricas.

EJERCICIOS DE LA SECCION 1.3

1.37. El afno pasado una pequefia empresa de consultoria pagé a cada uno de sus
cinco administrativos 22.000 € y a los dos titulados universitarios, 50.000. Final-
mente, el propietario de la empresa cobr6 270.000 €. ;Cudl es el salario medio
pagado en esta empresa? ;Cudntos empleados ganan menos de la media? ;Cudl
es el salario mediano?

1.38. Elecciones presidenciales. El porcentaje de votos que obtuvo cada uno de
los candidatos a la presidencia de EE UU que gano las elecciones desde 1948 hasta
1996 es el siguiente:

Afio Porcentaje | Aiio Porcentaje
1948 49,6 1976 50,1
1952 55,1 1980 50,7
1956 57,4 1984 58,8
1960 49,7 1988 53,9
1964 61,1 1992 43,2
1968 43,4 1996 49,2
1972 60,7

(a) Dibuja un diagrama de tallos correspondiente a estos porcentajes. (Redon-
dea las cifras y utiliza un diagrama de tallos divididos.)

(b) ¢Cuadl es la mediana del porcentaje de votos obtenidos por los candida-
tos que tuvieron éxito en las elecciones presidenciales? (Trabaja con los datos sin
redondear.)

(c) Consideraremos que fueron elecciones con victorias aplastantes aquellas
en las que los porcentajes de votos se sittian a partir del tercer cuartil. Héllalo.
(En qué afios se obtuvieron victorias aplastantes?

1.39. ;Cuantas calorias contienen las salchichas? Hay gente que siempre es-
ta pendiente del nimero de calorias que ingiere con los alimentos. En la revista
estadounidense Consumer Reports aparecié un articulo donde se analizaban los
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contenidos en calorias de 20 marcas distintas de salchichas elaboradas con carne
de ternera, de 17 marcas de salchichas hechas con carne de cerdo, y de 17 mar-
cas de salchichas hechas con carne de pollo."” Estos son los resultados de los ana-
lisis de los datos correspondientes a las salchichas hechas con carne de ternera:

Mean = 156.8 Standard deviation = 22.64 Min = 111 Max = 190
N = 20 Median = 152.5 Quartiles = 140, 178.5

las salchichas hechas con carne de cerdo:
Mean = 158.7 Standard deviation = 25.24 Min = 107 Max = 195

N = 17 Median = 153 Quartiles = 139, 179
y las salchichas hechas con carne de pollo:

Mean = 122.5 Standard deviation = 25.48 Min
N = 17 Median = 129 Quartiles = 102, 143

87 Max = 170

Utiliza esta informacién para dibujar, en un mismo gréfico, tres diagramas
de caja con los recuentos de calorias de los tres tipos de salchichas. Describe bre-
vemente las diferencias que observes en las tres distribuciones. Comer salchi-
chas hechas con carne de pollo, ;significa ingerir menos calorias que comer las
hechas con carne de ternera o de cerdo?

1.40. Porcentaje del PIB destinado a educacién. La columna “% PIB en educacién
publica” de la tabla 1.6 proporciona el porcentaje del PIB de los Estados europeos
dedicado a educacién publica. Queremos comparar el porcentaje dedicado por
los Estados de la Unién Europea con el dedicado por los paises del Este que for-
maban parte del bloque soviético.

(a) Haz una lista (con los valores ordenados) de los datos del porcentaje del
PIB destinado a educacion publica de los Estados de la Unién Europea y otra
lista con los datos de los Estados del Este. Estas dos listas son los dos conjuntos
de datos que queremos comparar.

(b) Dibuja los graficos y calcula resimenes numéricos para comparar ambas
distribuciones. Describe brevemente lo que observas.

19Consumer Reports, junio 1986, pags. 366-367. Un estudio mas reciente aparece en Consumer
Reports, julio 1993, pags. 415-419.
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1.41. Densidad de la Tierra. En 1798 el cientifico inglés Henry Cavendish deter-
mino la densidad de la Tierra con mucha precisién. Cuando se hacen mediciones
complicadas, es aconsejable repetir la operacion varias veces y trabajar con la me-
dia de todas ellas. Cavendish repiti6é su medicién 29 veces. He aqui los resultados
que obtuvo (en estos datos la densidad de la Tierra se expresa como un multiplo
de la densidad del agua):"!

550 5,61 4,88 5,07 526 555 536 529 558 5,65
5,57 5,53 5,62 529 544 534 5,79 5,10 5,27 5,39
542 547 5,63 534 546 530 575 5,68 5,85

Representa graficamente los datos de la manera que consideres mds conve-
niente. La forma de la distribucién, ;permite utilizar ¥ y s para describirla? Halla
%y s. Teniendo en cuenta todo lo que acabas de hacer, ;cudl es tu estimacion de
la densidad de la Tierra a partir de estas mediciones?

1.42. ¥ y s no son suficientes. La media ¥ y la desviacién tipica s como medidas
de centro y de dispersién no son una descripcién completa de una distribucion.
Conjuntos de datos de distintas formas pueden tener la misma media y desvia-
cioén tipica. Para demostrar este hecho, utiliza tu calculadora y halla ¥ y s de los
siguientes conjuntos de datos. A continuacién dibuja un diagrama de tallos de
cada uno de ellos. Comenta la forma de cada distribucién.

Datos A 9,14 8,14 874 877 926 8,10 6,13 3,10 9,13 7,26 4,74
Datos B 6,58 576 7,71 884 847 7,04 525 556 791 6,89 12,50

1.43. La tabla 1.1 facilita datos sobre el porcentaje de gente con al menos 65 afios
en cada uno de los Estados de EE UU. La figura 1.2 es un histograma correspon-
diente a estos datos. Como descripcién numérica breve, ;qué prefieres, los cinco
nimeros resumen o ¥ y s? ;Por qué? Calcula la descripciéon que prefieras.

1.44. ;Acciones calientes? La tabla 1.8 proporciona los rendimientos, expresados
como porcentajes mensuales, de las acciones de Philip Morris en un periodo com-
prendido entre el mes de julio de 1990 y el mes de mayo de 1997. (El rendimiento

g M. Stigler, “Do robust estimators work with real data?” Annals of Statistics, 5, 1977,
pégs. 1.055-1.078.
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de una accién deriva de la variacién de su precio y de los dividendos pagados,
aqui se expresa como un porcentaje de su valor al inicio de cada mes.)

(a) Dibuja un diagrama de tallos o un histograma con estos datos. ; Cémo has
decidido qué representacion grafica utilizar?

(b) Existe una clara observacion atipica. ;Cudl es el valor de esta observa-
cién? (La bajada de la cotizacién de estas acciones, se puede explicar por las nue-
vas acciones emprendidas en contra de las tabacaleras.) Después de eliminar la
observacién atipica, describe la forma, el centro y la dispersién de los datos.

(c) En los estudios sobre inversiones, es frecuente utilizar la media y la des-
viacion tipica para resumir y comparar los rendimientos de las acciones. Halla la
media y la desviacion tipica de los rendimientos de las acciones de la tabla 1.8. Si
invirtieras 100 € en estas acciones al comienzo de un mes y obtuvieras el rendi-
miento medio, ;cudnto tendrias al final del mes?

(d) Si invirtieras 100 € en estas acciones al comienzo del peor mes (la ob-
servacién atipica), jcudnto tendrias al final del mes? Halla otra vez la media y
la desviacion tipica, pero dejando fuera la observacion atipica. ;En qué medida
afecta esta observacion atipica los valores de la media y de la desviacién tipica?
La eliminacién de esta observacion atipica, jcambiaria el valor de la mediana?
¢Y los cuartiles? Sin hacer los calculos, ;como lo puedes saber?

Tabla 1.8. Rendimientos mensuales, expresados como porcentaje, de las acciones de
Philip Morris, desde julio de 1990 hasta mayo de 1997.

—5,7 1,2 41 3,2 7,3 7,5 18,6 37  -1,8 2,4
—6,5 6,7 94 -2 2,8 -34 19,2 -4,8 0,5 —0,6
28 —05 —4,5 8,7 2,7 41 -103 48  -23 -3,1
-10,2 -39  -26,6 72  -29 -23 3,5 —46 172 4.2
0,5 8,3 -71 -84 7.7 —96 6 6,8 10,9 1,6
02 -24 2.4 3,9 1,7 9 3,6 7,6 3,2 -3,7
42 132 0,9 42 4 2,8 6,7 —10,4 2,7 10,3
5,7 0,6  —14,2 1,3 29 11,8 10,6 52 13,8  —14,7
35 1.7 1,3

1.45. Salarios de atletas. Los jugadores del equipo de béisbol de los Orioles de
Baltimore en EE UU fueron los mejor pagados durante la liga estadounidense
de 1998. He aqui sus salarios en miles de délares. (Por ejemplo, 6.495 significa
6.495.000 dodlares.)

6.495 6.486 6.300 6.269 5.442 5.391 3.600 3.600 3.583
3.089 2.850 2.500 1.950 1.663 1.367 1.333 1.150 900
856 800 800 665 650 450 450 170 170
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1.46. Valor neto de un patrimonio. El valor neto de un patrimonio es el valor total
de las posesiones e inversiones menos las deudas totales. En 1997 el valor medio
y la mediana de los patrimonios europeos eran de 51.000 y 212.000 €, respectiva-
mente. ;Cudl de estos valores corresponde a la media? ;Y a la mediana? Justifica
tus respuestas.

1.47. Salarios millonarios de los jugadores de la NBA. En un articulo se comen-
ta que de los 411 jugadores de la NBA (National Basketball Association) sélo 139
ganaban mas de 2,36 millones de ddlares. En el articulo no queda claro si 2,36 es
la media o la mediana de las ganancias de los jugadores de baloncesto de la NBA.
(Tt que crees, que es la media o la mediana? ;Por qué?

1.48. ;Media o mediana? En cada una de las situaciones siguientes, ;qué medida
de centro deberias utilizar, la media o la mediana?

(a) EI Ayuntamiento de Barcelona estd considerando la posibilidad de apli-
car un nuevo impuesto sobre los ingresos de los hogares de la ciudad. Para ello,
quiere conocer los ingresos totales de los hogares.

(b) En un estudio sobre el nivel de vida de los barceloneses, un sociélogo
quiere conocer la renta tipica de un hogar de la ciudad.

1.49. Vamos a hacer un ejercicio sobre la desviacion tipica. Debes escoger cuatro
niimeros entre el 0 y el 10 (se pueden escoger ntimeros repetidos) de manera que:
(a) La desviacién tipica de estos ntimeros sea la mas pequeia posible.
(b) La desviacién tipica de estos nimeros sea la mayor posible.
(c) ;Hay mads de una posibilidad en (a) y (b)? Justifica tu respuesta.

1.4 Distribuciones normales

Ahora disponemos de un conjunto de herramientas graficas y numéricas para
describir distribuciones. Es mds, disponemos de una estrategia clara para explo-
rar datos de una variable cuantitativa:
1. Siempre representa graficamente tus datos, habitualmente con un diagra-
ma de tallos o con un histograma.
2. Identifica su aspecto general (forma, centro y dispersién) y las desviacio-
nes sorprendentes, como son las observaciones atipicas.
3. Calcula un resumen numérico para describir de forma breve el centro y
la dispersion de la distribucion.
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4. He aqui un elemento mds que hay que afiadir a esta estrategia: algunas
veces la forma de la distribucién de un gran niimero de observaciones es
tan regular que la podemos describir mediante una curva lisa.

1.4.1 Curvas de densidad

La figura 1.13 es un histograma sobre las notas de Lengua de los 947 estudiantes
de séptimo curso de la ciudad de Gary, Indiana, EE UU, en un examen a nivel
nacional.” Las notas de muchos estudiantes tienen una distribucién bastante re-
gular. El histograma es simétrico, ya que ambos lados disminuyen de forma suave
desde el pico central. No hay espacios vacios destacables ni observaciones atipi-
cas. La curva dibujada a través de la parte alta de las barras del histograma de la
figura 1.13 es una buena descripcién del aspecto general de los datos. Esta curva
es un modelo matematico de la distribucién, es decir, es una descripcién ideali-
zada. La curva de densidad describe de forma compacta el aspecto general de los
datos, ignora las pequerias irregularidades asi como las observaciones atipicas.

5‘

NI

2 4 6 8 10 12
Notas de Lengua

Figura 1.13. Histograma de las notas de Lengua de todos los
alumnos de séptimo curso de la ciudad de Gary, Indiana,
EE UU. La curva muestra la forma de la distribucion.

2Datos proporcionados por Celeste Foster, Departamento de Educacién, Purdue University.

Modelo
matemdtico
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Veremos que es mads facil trabajar con la curva de la figura 1.13 que con el
histograma. La razén es que el histograma depende de la eleccién que hacemos de
las clases. Con un poco de cuidado podemos utilizar una curva que no dependa
de ninguna decisién nuestra. Veamos cémo hacerlo.

EJEMPLO 1.11. De un histograma a una curva de densidad

Nuestra vista observa las dreas de las barras de un histograma. Estas areas re-
presentan proporciones de observaciones. La figura 1.14(a) es una copia de la
figura 1.13 en la que se han sombreado las barras de la izquierda. Estas barras
sombreadas representan a los estudiantes con notas de Lengua menores o igua-
les a 6,0. Hay 287 estudiantes de este tipo, que representan en total la proporcién
27 = 0,303 de todos los estudiantes de séptimo curso de Gary.

Ahora fijate en la curva trazada sobre las barras. En la figura 1.14(b), se ha
sombreado el drea por debajo de la curva situada a la izquierda de 6,0. Ajusta la
escala del gréfico de manera que el drea total por debajo de la curva sea exactamente 1.
Este area representa la proporcién 1, es decir, la totalidad de las observaciones.
Por tanto, las areas por debajo de la curva representan proporciones de observa-
ciones. Ahora, la curva es una curva de densidad. El drea sombreada por debajo
de la curva de la figura 1.14(b) representa la proporcién de estudiantes con notas
menores o iguales a 6,0. Este drea es 0,293, la diferencia con el drea del histograma
es solamente 0,010. Puedes ver que las dreas por debajo de la curva de densidad

dan aproximaciones bastante buenas de las dreas dadas por el histograma. B

CURVA DE DENSIDAD

Una curva de densidad es una curva que:

e se halla siempre en el eje de las abscisas o por encima de él, y
e define por debajo un drea exactamente igual a 1.

Una curva de densidad describe el aspecto general de una distribucion.
El drea por debajo de la curva, y entre cualquier intervalo de valores, es
la proporcién de todas las observaciones que estan situadas en dicho in-
tervalo.
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6 8
Notas de Lengua

Figura 1.14(a). A partir del histograma, la pro-
porcién de notas menores o iguales que 6,0 es
0,303.

6 8 10 12
Notas de Lengua

Figura 1.14(b). A partir de la curva de densidad,
la proporcién de notas menores o iguales que 6,0
es 0,293.
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La curva de densidad de las figuras 1.13 y 1.14 son curvas normales. Las cur-
vas de densidad, al igual que las distribuciones, pueden tener muchas formas.
La figura 1.15 muestra dos de estas curvas: una simétrica y otra asimétrica ha-
cia la derecha. Una curva de densidad es, a menudo, una descripcién adecuada
del aspecto general de una distribucién. La curva no describe las observaciones
atfpicas, que son desviaciones del aspecto general. Por supuesto que ningtin con-
junto de datos reales es descrito exactamente por una curva de densidad. La curva
es una aproximacion facil de utilizar y lo suficientemente precisa para ser utiliza-
da en la practica.

f

Media y mediana

Figura 1.15(a). La mediana y la media de una curva de den-
sidad simétrica.

T TMedia
Mediana

Figura 1.15(b). La mediana y la media de una curva de den-
sidad asimétrica hacia la derecha.
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1.4.2 Mediana y media de una curva de densidad

Nuestras medidas de centro y de dispersiéon se aplican tanto a las curvas de den-
sidad como a los datos reales. La mediana y los cuartiles son féciles de calcular.

Las areas por debajo de una curva de densidad representan proporciones del
namero total de observaciones. La mediana es el punto del eje de las abscisas
que tiene el mismo ntimero de observaciones a ambos lados. En consecuencia, la
mediana de una curva de densidad es el punto del eje de abscisas que divide
la curva en dos areas iguales, es decir, el punto que tiene la mitad del drea por
debajo de la curva de densidad a su izquierda y la otra mitad a su derecha. Los
cuartiles dividen el drea por debajo de la curva en cuatro partes iguales. Una cuar-
ta parte del drea por debajo de la curva queda a la izquierda del primer cuartil, y
tres cuartas partes del drea quedan a la izquierda del tercer cuartil. Puedes locali-
zar, aproximadamente, la mediana y los cuartiles de cualquier curva de densidad
a simple vista, dividiendo el drea por debajo de la curva en cuatro partes iguales.

Debido a que las curvas de densidad son distribuciones idealizadas, una cur-
va de densidad simétrica es exactamente simétrica. La mediana de una curva de
densidad simétrica se encuentra, por tanto, en su centro. La figura 1.15(a) mues-
tra la mediana de una curva simétrica. No es facil situar el punto del eje de las
abscisas que divide una curva de densidad asimétrica en dos &reas iguales, pero
existen métodos matematicos para encontrar la mediana de cualquier curva de
densidad. Hemos utilizado uno de estos métodos para sefialar la mediana en la
curva de densidad de la figura 1.15(b).

¢ Qué se puede decir acerca de la media? La media de un conjunto de obser-
vaciones es su media aritmética. Si pensamos en las observaciones como pesos
distribuidos a lo largo de una vara, la media es el punto de equilibrio de la vara.
Este hecho también es cierto para las curvas de densidad. La media es el punto
en el que se equilibraria el area por debajo de la curva si estuviera constitui-
da por un material sélido. La figura 1.16 ilustra este hecho. Una curva simétrica
se equilibra en su centro ya que los dos lados son idénticos. Por tanto, 1a media
y la mediana de una curva de densidad simétrica son iguales, tal como ilus-
tra la figura Figura 1.15(a). Sabemos que la media de una distribucién asimétrica
estd desplazada hacia la cola larga. La figura 1.15(b) muestra cémo la media de
una curva de densidad asimétrica estd mas desplazada hacia la cola larga que la
mediana. Es dificil localizar a simple vista el punto de equilibrio de una curva
asimétrica. Existen procedimientos matemaéticos para calcular la media de cual-
quier curva de densidad; utilizdndolos fuimos capaces tanto de localizarla en la
figura 1.15(b) como de situar en ella la mediana.
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O— G4

Figura 1.16. La media seria el punto de equilibrio del drea por debajo

de la curva en caso de que estuviera constituida por un material s6lido.

MEDIANA Y MEDIA DE UNA CURVA DE DENSIDAD

La mediana de una curva de densidad es el punto que divide el area por
debajo de la curva en dos mitades iguales.

La media de una curva de densidad es el punto de equilibrio, aquel en el
que la curva se equilibraria si ésta estuviera hecha de un material sélido.

La mediana y la media son iguales en el caso de curvas de densidad si-
métricas. Las dos se encuentran en el centro de la curva. La media de una
curva asimétrica se desplaza de la mediana, hacia la cola larga.

A simple vista podemos situar de una manera aproximada la media, la me-
diana y los cuartiles de una curva de densidad. Esto no ocurre con la desvia-
cién tipica. Cuando sea necesario podemos acudir a métodos matematicos mas
avanzados para conocer el valor de la desviacién tipica. El estudio de estos mé-
todos matemadticos forma parte de la estadistica teérica. Aunque nos centremos
en la estadistica aplicada, a menudo utilizaremos los resultados de los estudios
matematicos.

Como una curva de densidad es una descripcion idealizada de la distribu-
cion de datos, necesitamos distinguir entre la media y la desviacién tipica de una
curva de densidad, y la media ¥ y la desviacién tipica s calculada a partir de
observaciones reales. La notacion habitual de la media de una distribucién idea-
lizada es p (la letra griega my). La desviacién tipica de una curva de densidad se
representa por ¢ (la letra griega sigma mintscula).
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.50.(a) Dibuja una curva de densidad que sea simétrica pero que tenga una forma
distinta a la curva de la figura 1.15(a).
(b) Dibuja una curva de densidad que sea muy asimétrica hacia la izquierda.

1.51. La figura 1.17 muestra la curva de densidad de una distribucién uniforme. La
curva toma el valor constante 1 para todos los valores situados en el intervalo
definido entre 0 y 1, y el valor 0 para los restantes valores. Esto significa que los
datos descritos por esta distribucién toman valores con una dispersiéon uniforme
entre 0 y 1. Utiliza las dreas por debajo de la curva de densidad para responder a
las siguientes preguntas:

(a) ;Por qué el drea total por debajo de la curva es igual a 1?

(b) ;Qué porcentaje de las observaciones es mayor que 0,8?

(c) ;Qué porcentaje de las observaciones es menor que 0,6?

(d) ;Qué porcentaje de las observaciones queda entre 0,25 y 0,75?

(e) ;Cuadl es la media y de esta distribucién?

Figura 1.17. La curva de densidad de la dis-
tribucién uniforme del ejercicio 1.51.

1.52. La figura 1.18 muestra tres curvas de densidad. En cada una de ellas se han
sefialado tres puntos. ;Cudles corresponden a la media y cudles a la mediana?

1.4.3 Distribuciones normales

Una clase particularmente importante de curvas de densidad se ha visto ya en las
figuras 1.13 y 1.15(a). Estas curvas son simétricas, con un solo pico y tienen forma
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A BC A B C ABC
(@) (b) ©

Figura 1.18. Las tres curvas de densidad del ejercicio 1.52.

de campana. Se les llama curvas normales y describen las distribuciones normales.
Todas las distribuciones normales tienen el mismo aspecto. La curva de densidad
exacta de una distribucién normal concreta se describe dando su media p y su
desviacién tipica o. La media se sitia en el centro de la curva simétrica, en el
mismo lugar que la mediana. Si se cambia y sin cambiar ¢ se provoca un despla-
zamiento de la curva de densidad a lo largo del eje de las abscisas sin que cambie
su dispersion. La desviacién tipica o controla la dispersién de la curva normal.
La figura 1.19 muestra dos curvas normales con diferentes valores de ¢. La curva
con una mayor desviacién tipica presenta una mayor dispersion.

La desviacion tipica o es la medida natural de la dispersién de las distribu-
ciones normales. La forma de una curva normal no sélo queda completamente
determinada por y y o, sino que ademas es posible situar ¢ a simple vista en la
curva. Vamos a ver como.

Imaginate que bajas esquiando una montafia que tiene la forma de una curva
normal. Al principio, cuando dejas el pico, la pendiente es muy fuerte.

Afortunadamente, antes de encontrarte al final de la pendiente, ésta se hace
mas suave:

N
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Figura 1.19. Dos curvas normales que muestran la media y
y la desviacion tipica o.

Los puntos en los que tiene lugar este cambio de curvatura se hallan a una
distancia o, a ambos lados de 1a media y. Puedes percibir este cambio si repasas
la curva con un lapiz y, por tanto, puedes hallar la desviacién tipica. Recuerda
que en general y y ¢ no describen de manera completa la forma de la mayor
parte de las distribuciones, y que la forma de la curva de densidad no nos permite
conocer ¢. Esto solamente ocurre para las distribuciones normales.

(Por qué son tan importantes las distribuciones normales en estadistica? Hay
tres razones. La primera, porque las distribuciones normales son buenas descrip-
ciones de algunas distribuciones de datos reales. Distribuciones que se aproximan
a la normal son, por ejemplo, las de los resultados de un examen que hace mucha



64 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

gente (como, por ejemplo, las notas de las pruebas de acceso a la universidad o los
resultados de muchas pruebas psicoldgicas), las medidas repetidas de una misma
cantidad, y las de algunas caracteristicas morfométricas de poblaciones bioldgicas
(como la longitud de las cucarachas o la produccién de maiz). La segunda, por-
que las distribuciones normales son buenas aproximaciones a los resultados de
muchos tipos de fendmenos aleatorios, tales como lanzar una moneda al aire mu-
chas veces. La tercera, y mas importante, porque, como veremos, muchos proce-
dimientos de inferencia estadistica basados en distribuciones normales, dan buenos
resultados cuando se aplican a distribuciones aproximadamente simétricas. De
todas formas, a pesar de que muchos conjuntos de datos tienen distribuciones
normales, muchos otros carecen de ellas. Por ejemplo, la mayoria de las distribu-
ciones de ingresos son asimétricas hacia la derecha y, por tanto, no son normales.
Los datos no normales, al igual que la gente no normal, no sélo son frecuentes,
sino que a veces son mds interesantes que sus homoélogos normales.

1.4.4 Regla del 68-95-99,7

Aunque existen muchas curvas normales, todas ellas tienen propiedades comu-
nes. En particular, todas las distribuciones normales cumplen las propiedades
descritas por la siguiente regla.

LA REGLA DEL 68-95-99,7

En una distribucién normal de media y y desviacion tipica o

e FEl 68% de todas las observaciones se encuentran dentro del
intervalo u + 0.

e El 95% de todas las observaciones se encuentran dentro del
intervalo u & 20.

e EI199,7% de todas las observaciones se encuentran dentro del in-
tervalo u + 30.

La figura 1.20 ilustra la regla del 68-95-99,7. Recordando estos tres ntimeros,
puedes caracterizar una distribucién normal sin realizar calculos muy detallados.
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68% de los datos

95% de los datos

99,7% de los datos

=3 =2 -1 0 1 2 3

Figura 1.20. La regla del 68-95-99,7 para distribuciones normales.

EJEMPLO 1.12. Utilizacion de la regla del 68-95-99,7

La distribucién de las alturas de las chicas entre 18 y 24 afios es aproximadamente
normal con media ¢ = 1,64 m y desviacion tipica ¢ = 0,06 m. La figura 1.21
muestra la aplicacion de la regla 68-95-99,7 a este ejemplo.

Para esta distribucién, dos veces la desviacién tipica es igual a 0,12. E195 de la
regla del 68-95-99,7 indica que el 95% central de las chicas miden entre 1,64 — 0,12
y 1,64 4 0,12 m de altura, es decir, entre 1,52 y 1,76 m. Esto es exactamente asi para
una distribucién exactamente normal. Es aproximadamente cierto para las alturas
de las chicas, ya que la distribucién de alturas es aproximadamente normal.

El 5% restante de las chicas tienen alturas situadas fuera del intervalo que
va de 1,52 a 1,76 m. Debido a que las distribuciones normales son simétricas, la
mitad de estas chicas estardn situadas en la parte alta. Es decir, el 2,5% de las
chicas mas altas miden mas de 1,76 m.

E1 99,7 de la regla del 68-95-99,7 indica que practicamente todas las chicas (el
99,7%) tienen alturas entre y — 30y yt + 30. Este intervalo de alturas va desde 1,46
hasta 1,82 m. H
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68%

95%

99,7%

|
1,46 1,52 1,58 1,64 1,70 1,76 1,82

Altura (en metros)

Figura 1.21. La regla del 68-95-99,7 aplicada a la distribucién de las alturas
de chicas. Aqui, ¥ = 1,64 my ¢ = 0,06 m.

Como utilizaremos las distribuciones normales con frecuencia, es 1til intro-
ducir una notacién breve. Nos referimos a una distribucién normal de media y
y de desviacién tipica o, como a una N(p, o). Por ejemplo, la distribucién de las
alturas de las chicas es una N(1,64,0,06).

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.53. Alturas de hombres. La distribuciéon de alturas de los hombres adultos es
aproximadamente normal, con una media de 1,75 m y una desviacién tipica de
0,06 m. Dibuja una curva normal en la que sitties correctamente su media y su
desviacion tipica. (Sugerencia: primero dibuja la curva, localiza sobre ella los pun-
tos de inflexién y proyecta estos puntos sobre el eje de las abscisas.)

1.54. Mas sobre alturas de hombres. La distribucién de las alturas de los hombres
adultos es aproximadamente normal con una media de 1,75 m y desviacioén tipi-
ca de 0,06 m. Usa la regla del 68-95-99,7 para responder a las siguientes preguntas:
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(a) ;Qué porcentaje de hombres son maés altos que 1,87 m?
(b) ;Entre qué alturas se encuentra el 95% central de la poblacién de hombres?
(c) (Qué porcentaje de hombres tiene una altura inferior a 1,69 m?

1.55. Coeficientes de inteligencia. La distribucién de los coeficientes de inteligen-
cia de hombres entre 20 y 34 afios tiene aproximadamente una distribucién nor-
mal de media y = 110 y desviacion tipica ¢ = 25. Utiliza la regla del 68-95-99,7
para responder a las siguientes preguntas:

(@) De los hombres entre 20 y 34 afios, ;qué porcentaje tiene un coeficiente
intelectual superior a 110?

(b) ;Qué porcentaje tiene un coeficiente intelectual superior a 160?

(c) ¢En qué intervalo se encuentra el 95% central de la poblacién?

1.4.5 Distribucién normal estandarizada

Tal como sugiere la regla del 68-95-99,7, todas las distribuciones normales com-
parten muchas propiedades comunes. De hecho, todas ellas son iguales si toma-
mos como unidad de medida ¢ a partir de un centro que es la media y. Pasar a
estas unidades se llama estandarizar. Para estandarizar un valor, réstale la media
de la distribucién y luego dividelo por la desviacién tipica.

ESTANDARIZACION Y VALORES Z

Si x es una observacién de una distribucién de media y y desviacion tipi-
ca o, el valor estandarizado de x es

Los valores estandarizados se llaman a menudo valores z.

Un valor z nos dice a cudntas desviaciones tipicas se encuentra la observacién
original de la media y en qué direccién. Las observaciones mayores que la media
son positivas y las menores, negativas.
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EJEMPLO 1.13. Estandarizacion de las alturas de las chicas

La distribucién de las alturas de las chicas es aproximadamente normal con
u=164myoc =0,06m.La altura estandarizada es

_ altura— 1,64
N 0,06

La altura estandarizada de una chica es el nimero de desviaciones tipicas que
su altura difiere de la media de las alturas de todas las chicas. Por ejemplo, una
chica de 1,72 m de altura tiene una altura estandarizada de

1,72 1,64

0.06 =133

o, lo que es lo mismo, su altura es 1,33 desviaciones tipicas mayor que la media.
De manera similar, una chica de 1,56 m tiene una altura estandarizada de

1,56 — 1,64

es decir, 1,33 desviaciones tipicas menos que la altura media. B

Si la variable que estandarizamos tiene una distribucién normal, la estanda-
rizacién no hace mas que dar una escala comun. La estandarizaciéon transforma
todas las distribuciones normales en una sola distribucién, y ésta sigue siendo
normal. La estandarizacién de una variable que tenga una distribucién normal
genera una nueva variable que tiene la distribucion normal estandarizada.

DISTRIBUCION NORMAL ESTANDARIZADA

La distribucién normal estandarizada es la distribucién normal N(0, 1)
de media 0 y desviacién tipica 1.

Si una variable x tienen una distribucién normal N(y,0) de media u y
desviacion tipica o, entonces la variable estandarizada

x —
z= £
o

tiene una distribucién normal estandarizada.
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.56. SAT versus ACT. Meritxell obtuvo 680 puntos en el examen de Matema-
ticas de la prueba SAT (Scholastic Assessment Test) de acceso a la universidad en
EE UU. La distribucién de las notas de Matematicas en la prueba SAT es normal
con media igual a 500 y desviacion tipica igual a 100. Clara obtuvo 27 puntos en el
examen de Matemaéticas de otra prueba de acceso a la universidad también en
EE UU, la prueba ACT (American College Testing). Las notas de Matematicas en la
prueba ACT tienen también una distribucién normal pero de media 18 y desvia-
cién tipica 6. Halla las notas estandarizadas de ambas estudiantes. Suponiendo
que los dos exdmenes sean similares, ;qué estudiante obtuvo mayor puntuacién?

1.4.6 Cé4lculos con distribuciones normales

El area por debajo de una curva de densidad es una proporcion de observacio-
nes de una distribucién. Cualquier pregunta sobre qué proporcién de observa-
ciones se encuentra en algtin intervalo de valores se puede responder hallando
el drea por debajo de la curva en ese intervalo. Como todas las distribuciones
normales son la misma cuando las estandarizamos, podemos hallar las areas por
debajo de cualquier curva normal utilizando una sola tabla, una tabla que da las
dreas por debajo de la curva normal estandarizada.

EJEMPLO 1.14. Utilizacion de la distribucion normal estandarizada

¢Qué proporcion de todas las chicas miden menos de 1,72 m? Esta proporcién
es el drea por debajo de la N(1,64,0,06) situada a la izquierda de 1,72. Como la
altura estandarizada correspondiente a 1,72 es

x—u 172164
P— p— p— 1
= 0.06 ,33

este drea es la misma que el drea por debajo de la curva normal estandarizada
situada a la izquierda de z = 1,33. La figura 1.22(a) muestra este drea. ll

Muchas calculadoras dan las dreas por debajo de una curva normal estanda-
rizada. Si tu calculadora no lo hace, la tabla A, que se encuentra al final del libro,
da algunas de estas areas.
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LA TABLA NORMAL ESTANDARIZADA

La tabla A es la tabla de las 4reas por debajo de la curva normal estanda-
rizada. El valor de la tabla correspondiente a cada valor de z es el area
por debajo de la curva situada a la izquierda de z.

El valor de la tabla es
el area situada a la
izquierda de z

EJEMPLO 1.15. Utilizacién de la tabla normal estandarizada

Problema: Halla la proporciéon de observaciones de la distribucién normal es-
tandarizada que son menores que 1,33.

Solucién: Para hallar el drea situada a la izquierda de 1,33, localiza 1,3 en la
columna de la izquierda de la tabla A, luego localiza el digito restante 3 como 0,03
en la fila superior. El valor del drea viene dado, en el cuerpo central de la tabla, en
el lugar donde se cruzan la fila donde se halla 1,3 y la columna donde esté 0,03.
Este valor es 0,9082. La figura 1.22(a) ilustra la relacién entre el valor de z = 1,33
y el drea 0,9082. Debido a que z = 1,33 es el valor estandarizado de 1,72 m, la
proporcién de chicas que miden menos de 1,72 m es 0,9082 (cerca del 91%).

Problema: Halla la proporcion de observaciones de la distribucién normal es-
tandarizada que son mayores que —2,15.

Solucién: Entra en la tabla A con el valor z = —2,15. Es decir, halla —2,1 en la
columna de la izquierda y 0,05 en la fila superior. El valor de la tabla es 0,0158.
Este valor es el drea situada a la izquierda de —2,15. Como el rea total por debajo
de la curva es 1, el drea situada a la derecha de —2,15es 1 — 0,0158 = 0,9842. La
figura 1.22(b) ilustra estas areas. W
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El valor de
la tabla = 0,9082

7z = 1,33

Figura 1.22(a). Area por debajo de una curva normal es-
tandarizada situada a la izquierda del punto z = 1,33
es 0,9082. La tabla A proporciona las areas por debajo de
la curva normal estandarizada.

El valor de
la tabla = 0,0158

\

z=-2,15

Area = 0,9842

Figura 1.22(b). Areas por debajo de la curva normal es-
tandarizada situadas a la derecha y a la izquierda de
z = —2,15. La tabla A s6lo da las 4reas situadas a la izquier-
dadez.

Podemos responder a cualquier pregunta sobre proporciones de observacio-
nes de una distribucién normal, estandarizando y luego utilizando la tabla nor-
mal estandarizada. He aqui un resumen del método para hallar la proporciéon de
la distribucién en cualquier region.
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COMO HALLAR PROPORCIONES NORMALES

1. Plantea el problema en términos de la variable observada x.

2. Estandariza x para replantear el problema en términos de la va-
riable normal estandarizada z. Sittia el drea de interés en la curva
normal estandarizada.

3. Halla el drea buscada por debajo de la curva normal estandariza-
da, utilizando la tabla A y el hecho de que el drea por debajo de
la curvaes1.

EJEMPLO 1.16. Cdlculos con distribuciones normales

El nivel de colesterol en la sangre es importante, ya que un nivel alto puede
aumentar el riesgo de enfermedades coronarias. En una gran poblacién de gente
de la misma edad y sexo, la distribucién del nivel de colesterol es aproximada-
mente normal. Para chicos de 14 afios, la media es y = 170 miligramos de co-
lesterol por decilitro de sangre (mg/dl) y la desviacién tipica es o = 30 mg/dL"
Los niveles de colesterol superiores a 240 mg/dl pueden exigir atenciéon médica.
¢Qué porcentaje de los chicos de 14 afios tienen mds de 240 mg/dl de colesterol?

1. Plantea el problema. Llama x al nivel de colesterol en la sangre x. La varia-
ble x tiene una distribucién N (170, 30). Queremos la proporcién de chicos
con x > 240.

2. Estandariza. Resta la media, luego divide por la desviacién tipica, para
convertir x en una z normal estandarizada:

x > 240
x—170 - 240 — 170
30 30
z > 233

I3P.S. Levy et al., “Total serum cholesterol values for youths 12-17 years”, Vital and Health Statistics
Series 11, n° 150, 1975, U.S. National Center for Health Statistics.



Andlisis de distribuciones (c.1) / 73

La figura 1.23 muestra la curva normal estandarizada. Se ha sombreado
el drea de interés.

3. Utiliza la tabla. En la tabla A vemos que la proporcioén de observaciones
menores que 2,33 es 0,9901. Cerca del 99% de los chicos tienen niveles de
colesterol menores que 240. El drea situada a la derecha de 2,33 es, por
tanto, 1 — 0,9901 = 0,0099. Este area es aproximadamente 0,01, o un 1%.
Sélo un 1% de los chicos tienen niveles de colesterol tan altos.

Area = 0,9901

Area = 0,0099

z =233

Figura 1.23. Las dreas por debajo de la curva normal estandarizada del ejemplo 1.16.

En una distribucién normal, la proporcién de observaciones con x > 240 es
igual que la proporcion de observaciones con x > 240. El area por debajo de la
curva y exactamente encima de 240 es cero, por consiguiente, las dreas por deba-
jo de la curva con x > 240 y x > 240 son iguales. Esto no es cierto en el caso de
datos reales. Puede haber un chico con exactamente 240 mg/dl de colesterol en
la sangre. La distribucién normal es s6lo una aproximacioén facil de utilizar, no es
una descripcién de cada uno de los detalles de los datos reales.

Para que no te equivoques cuando utilices un programa estadistico o cuando
uses la tabla A para hacer calculos con distribuciones normales, te aconsejamos
que hagas un dibujo de una normal y sefiales el drea que quieres; luego, fijate en
el drea que te da la tabla o el programa estadistico. He aqui un ejemplo.
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EJEMPLO 1.17. Mds sobre cilculos con distribuciones normales

¢Qué porcentaje de chicos de 14 afios tienen un nivel de colesterol en la sangre
entre 170 y 240 mg/dl?

1.

Plantea el problema. Estamos interesados en conocer la proporcion de chi-
cos con 170 < x < 240.

Estandariza:
170 < X < 240
170 — 170 x —170 240 — 170
T <« < == -
30 - 30 - 30
0 < z < 233

La figura 1.24 nos muestra el drea por debajo de la curva normal estanda-
rizada.

Utiliza la tabla. El rea entre 2,33 y 0 es el drea a la izquierda de 2,33 menos
el drea situada a la izquierda de 0. Mira la figura 1.24 para comprobarlo.
De la tabla A tenemos,

dreaentre0y 2,33 = 4reaalaizquierda de 2,33 — drea a la izquierda de 0,00
= 0,9901 — 0,5000 = 0,4901

Un 49% de los chicos tiene niveles de colesterol entre 170 y 240 mg/dl. W

Area =05 | Area = 04901

0 2,33
H

x

Area = 0,9901

Figura 1.24. Las areas por debajo de la curva normal estandarizada del
ejemplo 1.17.
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¢Qué habria ocurrido si hubiéramos encontrado una z que quedara fuera del
intervalo de valores cubierto por la tabla A? Los valores z de la tabla A s6lo dejan
un drea de 0,0002 en cada una de las colas. A efectos practicos podemos conside-
rar que el drea por debajo de la curva normal estandarizada fuera del intervalo
de valores z cubierto por la tabla es 0.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.57. Utiliza la tabla A para hallar proporciones de observaciones a partir de la
distribucién normal estandarizada que satisfagan cada una de las afirmaciones
siguientes. En cada caso, dibuja la curva normal estandarizada y sombrea el area
por debajo de la curva que corresponda.

(@) z <285

(b) z > 2,85

() z > —1,66

(d) —1,66 <z < 2,85

1.58. Fuerza de tiro de una locomotora. Una importante medida del comporta-
miento de una locomotora es su adherencia, que es su fuerza de tiro expresada
como un multiplo de su peso. La adherencia de un determinado modelo de loco-
motora Diesel de 4.400 caballos de potencia varia segtin una distribucién normal
de media y = 0,37 y desviacion tipica o = 0,04.

(a) ;Qué proporcién de adhesiones, expresadas como se ha comentado ante-
riormente, son mayores de 0,40?

(b) ;Qué proporcién de adhesiones se hallan entre 0,40 y 0,507

(c) Las mejoras en el control informético de las locomotoras cambian la dis-
tribucién normal de manera que y = 0,41 y ¢ = 0,02. Teniendo en cuenta estas
mejoras, halla las proporciones en (a) y (b).

1.4.7 Cémo hallar un valor dada una proporcién

Los ejemplos 1.16 y 1.17 ilustran la utilizacién de la tabla A para hallar la propor-
cién de observaciones que satisfacen una determinada condicién como, por ejem-
plo, que “el contenido de colesterol en la sangre esté entre 170 y 240 mg/dl”. En
cambio, nos podria interesar hallar el valor observado con una proporcién da-
da de observaciones menores o mayores. Para ello, utiliza la tabla A en direccién
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contraria. Halla la proporcién dada en el cuerpo central de la tabla, lee la z corres-
pondiente a partir de la columna de la izquierda y de la fila superior, luego efectia
la operacién contraria a la realizada al estandarizar para obtener el valor obser-
vado. He aqui un ejemplo.

EJEMPLO 1.18. Cilculos normales "hacia atrds’

Las notas de Lengua en la prueba SAT (Scholastic Assessment Test) de acceso a la
universidad de los estudiantes de secundaria estadounidenses tienen aproxima-
damente una distribucién N (505, 110). ;Cudl debe ser la nota de un alumno para
pertenecer al 10% de estudiantes que tienen mejores notas?

1. Plantea el problema. Queremos hallar la nota x con un édrea a su derecha de
0,1 por debajo de una curva normal de media y = 505 y desviacién tipica
o = 110. Es lo mismo que hallar la nota SAT x con un &rea de 0,9 a su
izquierda. La figura 1.25 plantea el problema de forma gréfica. Como la
tabla A sélo da las areas situadas a la izquierda de los valores z, plantea
siempre el problema en términos del drea situada a la izquierda de x.

2. Utiliza la tabla. Busca en el cuerpo central de la tabla A el valor mas cerca-
no a 0,9. Es 0,8997. Este es el valor correspondiente a z = 1,28. Por tanto,
z = 1,28 es el valor estandarizado con un drea de 0,9 a su izquierda.

3. Desestandariza para expresar el valor z como un valor x de la distribu-
cién normal correspondiente. Sabemos que el valor estandarizado de la
x desconocida es z = 1,28. Por tanto, x satisface

x — 505
110

=128
Despejando x en la ecuacién, tenemos:
x =505+ (1,28)(110) = 645.8

Esta ecuacion tienen sentido: expresa que x se halla a 1,28 desviaciones
tipicas a la derecha de la media de esta distribucién normal. Este es el
significado del valor de z = 1,28 “desestandarizado”. Vemos que el estu-
diante debe tener una puntuacion de al menos 646 para estar entre el 10%
de los estudiantes mejores.
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Area = 0,90

Area = 0,10

x = 505 x=7
z=0 z=1,28

Figura 1.25. Localizacién del punto de una curva normal estandarizada
con un area de 0,10 a su derecha.

He aqui la férmula general para desestandarizar un valor z. Para hallar el va-
lor x de la distribucién normal con media y y desviacién tipica o correspondiente
a un valor normal estandarizado z, utiliza

X=p+zo

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

1.59. Utiliza la tabla A para hallar el valor de z de una distribucién normal es-
tandarizada que cumpla cada una de las siguientes condiciones. (Utiliza el valor
z de la tabla A que satisfaga de forma mds aproximada la condicién.) En cada
caso, dibuja una normal y sitda tu valor z en el eje de las abscisas.

(a) El valor z tal que el 25% de las observaciones sean menores.

(b) El valor z tal que el 40% de las observaciones sean mayores.

1.60. Coeficientes de inteligencia. Los coeficientes de una prueba de inteligencia
(Wechsler Adult Intelligence Scale) para un grupo de adultos entre 20 y 34 afios tie-
nen una distribucién aproximadamente normal de media ¢ = 110 y desviacién
tipica o = 25.
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(@) ;Qué porcentaje de personas entre 20 y 34 afios tiene un coeficiente de
inteligencia mayor que 100?

(b) ;Qué valor del coeficiente de inteligencia es necesario para estar entre el
25% que obtiene peores resultados?

(0) ;Qué valor del coeficiente de inteligencia es necesario para estar entre el
5% que obtienen mejores resultados?

RESUMEN DE LA SECCION 1.4

Algunas veces podemos describir el aspecto general de una distribucién median-
te una curva de densidad. Esta siempre tiene un area total por debajo igual a 1.
El &rea por debajo de una curva de densidad da la proporcién de observaciones
situadas en el intervalo seleccionado.

Una curva de densidad es una descripcién idealizada de la forma general
de una distribucién que suaviza las irregularidades de los datos reales. Escri-
be la media de una curva de densidad como u y la desviacion tipica de una
curva de densidad como ¢, para distinguirlas de la media X y de la desviacién
tipica s de los datos reales.

La media, la mediana y los cuartiles de una curva de densidad se pueden
localizar a simple vista. La media y es el punto de equilibrio de la curva. La me-
diana divide el area por debajo de la curva en dos mitades iguales. Los cuartiles,
juntamente con la mediana, dividen el drea por debajo de la curva en cuartos.
Para la mayoria de las curvas de densidad, la desviacién tipica o no se puede
localizar a simple vista.

En una curva de densidad simétrica, la media y la mediana coinciden. En una
curva asimétrica la media esta situada maés hacia la cola larga que la mediana.

Las distribuciones normales se describen mediante una familia especial de
curvas de densidad simétricas, en forma de campana, llamadas curvas normales.
La media p y la desviacion tipica o caracterizan completamente una distribucién
normal N(y, o). La media es el centro de la curva y o es la distancia a ambos lados
de u en la que la curva presenta una inflexién.

Para estandarizar cualquier observacion x, réstale la media de la distribucién
y divide el resultado por su desviacién tipica. El valor z resultante

nos dice a cudntas desviaciones tipicas se halla x de la media.



Andlisis de distribuciones (c.1) / 79

Todas las distribuciones normales son la misma cuando las mediciones se
expresan en unidades estandarizadas. En particular, todas las distribuciones nor-
males satisfacen la regla del 68-95-99,7, que describe qué porcentajes de observa-
ciones se encuentran a menos de una, dos o tres desviaciones tipicas de la media.

Si x tiene la distribucién N(p, o), entonces la variable estandarizada z = @
tiene la distribucién normal estandarizada N (0, 1) de media 0 y desviacion tipi-
ca 1. La tabla A da la proporciéon de observaciones normales estandarizadas que
son menores que z, para muchos valores de z. Estandarizando, podemos utilizar

la tabla A para cualquier distribucién normal.

EJERCICIOS DE LA SECCION 1.4

1.61. La figura 1.26 muestra dos curvas normales, ambas con media 0. ;Podrias
decir cudnto valen aproximadamente las desviaciones tipicas de estas curvas?

T T T T

T T T T
-16 -12 -08 -04 0 04 08 12 16

Figura 1.26. Dos curvas normales con la misma media pero con
desviaciones tipicas distintas. Para el ejercicio 1.61.

1.62. Perimetros craneales de los soldados. Segin fuentes del ejército de EE UU
los perimetros craneales de los soldados tienen una distribucién normal con me-
dia 57,9 cm y desviacion tipica 2,8 cm. Utiliza la regla del 68-95-99,7 para respon-
der a las siguientes preguntas:
(a) ;Qué porcentaje de soldados tiene un perimetro craneal mayor de 60,7 cm?
(b) ;Qué porcentaje de soldados tiene un perimetro craneal situado entre 55,1
y 60,7 cm?
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1.63. Duracién del embarazo. La duracion del embarazo humano desde la fecun-
dacién del évulo hasta el parto varia de acuerdo con una distribucién aproxima-
damente normal, con una media de 266 dias y una desviacién tipica de 16. Utiliza
la regla del 68-95-99,7 para responder a las siguientes preguntas.

(a) ¢Entre qué valores se encuentra la duracion del embarazo del 95% central
de la poblacion?

(b) ;Qué duracion tiene el 2,5% de los embarazos mas cortos?

1.64. Tres grandes récords. Tres célebres récords del mundo del béisbol son las
medias de bateos de 0,420 de Ty Cobb en 1911, de 0,406 de Ted Williams en 1941
y la de George Brett de 0,390 en 1980. Estas medias de bateos no se pueden com-
parar directamente porque la forma de las distribuciones ha ido cambiando a
lo largo de los afios. Las distribuciones de las medias de bateos en los distintos
afos son bastante simétricas y razonablemente normales. Mientras la media de
las distribuciones se ha mantenido relativamente constante en los tltimos afios,
las desviaciones tipicas de estas distribuciones ha ido disminuyendo. He aqui los
resultados:

Década Media Desviacion tipica
Anos diez 0,266 0,0371
Anos cuarenta 0,267 0,0326
Anos setenta 0,261 0,0317

Calcula los valores estandarizados de las medias de bateos de Cobb, de Wi-
lliams y de Brett para determinar cémo se encuentran situados entre si."*

1.65. Utiliza la tabla A para hallar la proporcién de observaciones de una distribu-
cién normal estandarizada que se sittian en cada una de las siguientes regiones.
En cada caso, dibuja la distribucién normal y sombrea el area correspondiente a
cada region.

(@) z<-225

(b) z > 2,25

(©z>177

d) -225<z<177

4Stephen Jay Gould, “Entropic homogeneity isn’t why no one hits 400 any more”, Discover, agosto
1986, pags. 60-66.
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1.66.(a) Halla el namero z tal que la proporcién de observaciones menores que z
en una distribucion normal estandarizada sea 0,8.

(b) Halla el nimero z tal que un 35% de las observaciones de una distribu-
cién normal estandarizada sea mayor que z.

1.67. Mercado bursatil. La tasa de rendimiento anual de las acciones tiene una
distribucién aproximadamente normal. Desde 1945, esas tasas de rendimiento de
los 500 valores que componen el indice Standard & Poor’s tienen una media anual
del 12% y una desviacion tipica del 16,5%. Tomando los datos anteriores como
referencia para un periodo plurianual bastante largo, responde a las siguientes
preguntas:

(@) ;En qué intervalo hallamos el 95% central de las tasas de rendimiento
anuales?

(b) Se considera que la Bolsa estd en crisis si la tasa de rendimiento es menor
que 0. ;En qué porcentaje de afios la Bolsa estd en crisis?

(c) ;En qué porcentaje de afos el indice gana al menos el 25%?

1.68. Duracién del embarazo. La duracion del embarazo humano desde la fecun-
dacién del 6vulo hasta el parto tiene una distribucién aproximadamente normal,
con una media de 266 dias y una desviacion tipica de 16 dias.

(a) ;Qué porcentaje de embarazos dura menos de 240 dias (aproximadamente
8 meses)?

(b) ;Qué porcentaje de embarazos tiene una duracién comprendida entre 240
y 270 dias (de una manera aproximada entre 8 y 9 meses)?

(c) (Qué duracion tiene el 20% de los embarazos mads largos?

1.69. Los nifios de ahora, ;son mas inteligentes? Cuando la prueba de inteligen-
cia de Stanford-Binet (prueba IQ) se empez6 a utilizar en 1932, la prueba se ajustd
de manera que los resultados de cada grupo de edad de nifios tuviera aproxima-
damente una distribucién normal de media ¢ = 100 y desviacién tipica o = 15.
La prueba se reajusta de regularmente para que la media se mantenga en 100.
Si hoy los nifios de EE UU pasaran la prueba de 1932, su media seria de 120. La
explicacion de este aumento en el coeficiente de inteligencia a lo largo del tiem-
po desconoce; de todas formas podria ser debido a una mejor alimentacién en la
infancia y a mds experiencia de los nifios a la hora de pasar este tipo de pruebas."”

15Ulric Neisser, “Rising scores on intelligence tests”, American Scientist, septiembre-octubre 1997.
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(@) A menudo, los coeficientes de inteligencia superiores a 130 se califican
como “muy superiores”. ;Qué porcentaje de nifios tienen coeficientes muy supe-
riores?

(b) Si los nifios de hoy pasaran la prueba de 1932, ;qué porcentaje de nifios
tendria coeficientes muy superiores? (Supoén que la desviacion tipica ¢ = 15 se
mantiene constante.)

1.70. La mediana de cualquier distribucién normal es igual a su media. Podemos
utilizar los cdlculos normales para hallar los cuartiles de una distribucién normal.

(a) ;Cudl es el drea por debajo de la curva normal estandarizada situada a la
izquierda del primer cuartil? Utiliza este resultado para hallar el valor del pri-
mer cuartil de una distribucién normal estandarizada. De forma similar, halla el
tercer cuartil.

(b) El resultado que obtuviste en (a) te proporciona el valor z de los cuarti-
les de cualquier distribucién normal. ;Cuadles son los cuartiles de la duracién del
embarazo humano? (Utiliza la distribucién del ejercicio 1.68.)

1.71. Los deciles de cualquier distribucion son los puntos que sefialan el 10% de
las observaciones menores y el 10% de las mayores. Los deciles de una curva
de densidad son, por tanto, los puntos a la izquierda de los cuales hay un rea de
0,1y de 0,9 por debajo de la curva.

(a) ;Cuales son los deciles de una distribucién normal estandarizada?

(b) La altura de las mujeres tiene aproximadamente una distribucién normal
con media 1,64 m y desviacion tipica 0,06 m. ;Cudles son los deciles de esta dis-
tribucién?

REPASO DEL CAPITULO 1

El andlisis de datos es el arte de describir los datos utilizando graficos y restime-
nes numeéricos. El propésito del andlisis de datos es describir las caracteristicas
mas importantes de un conjunto de datos. Este capitulo introduce el andlisis de
datos presentando las ideas y las herramientas estadisticas necesarias para des-
cribir la distribucién de una sola variable. La siguiente figura te ayudara a orga-
nizar estas ideas tan importantes. Las preguntas que aparecen en los dos tltimos
cuadros de la figura nos recuerdan que la utilidad de los resimenes numéricos y
de los modelos tales como las distribuciones normales depende de lo que halle-
mos cuando analizamos los datos usando graficos. He aqui una lista de repaso de
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Representa tus datos graficamente.
Diagrama de tallos, histograma

Interpreta lo que ves.
Forma, centro, dispersion,
observaciones atipicas

¢(Resumen numérico?
Xy s, cinco nimeros resumen

:Modelo matemético?
¢;Distribucién normal?

las habilidades mds importantes que debes haber adquirido durante el estudio
de este capitulo.

A.DATOS

1. Identificar los individuos y las variables de un conjunto de datos.
2. Identificar si las variables son categéricas o cuantitativas. Identificar las uni-
dades de medida de las variables cuantitativas.

B. REPRESENTACIONES GRAFICAS

1. Dibujar un diagrama de barras correspondiente a una variable categérica.
Interpretar los diagramas de barras y de sectores.

2. Dibujar un histograma de la distribucién de una variable cuantitativa.

3. Dibujar un diagrama de tallos de la distribucién de un conjunto pequefio de
observaciones. Cuando sea necesario, redondea las hojas o divide los tallos
para mejorar el gréfico.

C. ANALISIS DE UNA DISTRIBUCION (VARIABLES CUANTITATIVAS)

1. Identificar la forma de una distribucién y las desviaciones mas importantes.
2. Valorar a partir de un diagrama de tallos, o de un histograma, si la forma
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de una distribucién es aproximadamente simétrica, claramente asimétrica o
ninguna de las dos cosas. Identificar si la distribucién tiene mds de un pico.

3. Describir el aspecto general dando medidas numéricas de centro y disper-
si6n, ademads de la descripcion verbal de su forma.

4. Decidir qué medidas de centro o de dispersiéon son las mas apropiadas: la
media y la desviacién tipica (especialmente para distribuciones simétricas) o
los cinco ntimeros resumen (especialmente para distribuciones asimétricas).

5. Identificar las observaciones atipicas.

D. GRAFICOS TEMPORALES

1. Dibujar un gréfico temporal, situando el tiempo en el eje de las abscisas y los
valores observados en el eje de las ordenadas.
2. Identificar tendencias u otros rasgos generales de los gréficos temporales.

E. MEDIDA DE CENTRO

1. Calcular la media ¥ de un conjunto de datos.
Calcular la mediana M de un conjunto de observaciones.

3. Comprender que la mediana es més robusta (se ve menos afectada por las
observaciones extremas) que la media. Saber que la asimetria de una distri-
bucién desplaza la media hacia la cola més larga.

F. MEDIDA DE DISPERSION

1. Calcular los cuartiles Q, y Q3 de un conjunto de datos.

2. Calcular los cinco ntiimeros resumen y dibujar un diagrama de caja; valorar
el centro, la dispersion, la simetria o la asimetria a partir de un diagrama de
caja.

3. Calcular la desviacién tipica s de un conjunto de observaciones utilizando
una calculadora.

4. Conocer las propiedades basicas de s: s > 0 siempre; s = 0 s6lo cuando todas
las observaciones son iguales; s aumenta a medida que aumenta la dispersién
de los datos; s se mide en las mismas unidades que los datos originales; las
observaciones atipicas y las asimetrias tiran fuertemente de s.
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G. CURVAS DE DENSIDAD

1. Saber que las areas por debajo de una curva de densidad representan propor-
ciones de todas las observaciones y que el drea total por debajo de una curva
de densidad es 1.

2. Localizar de forma aproximada la mediana (punto de igualdad de areas) y la
media (punto de equilibrio) de una curva de densidad.

3. Saber que la media y la mediana se encuentran en el centro de una curva de
densidad simétrica, y que la media se desplaza hacia la cola larga de una cur-
va asimétrica.

H. DISTRIBUCIONES NORMALES

1. Reconocer la forma de una curva normal. Ser capaz de estimar el valor de la
media y de la desviacién tipica en este tipo de curvas.

2. Utilizar la regla del 68-95-99,7 y la simetria para establecer qué porcentaje de
las observaciones de una distribucion se encuentra a menos de una, dos o tres
desviaciones tipicas de la media.

3. Hallar el valor estandarizado (valor z) de una observacién. Interpretar los va-
lores z. Saber que cualquier distribucién normal se transforma en una normal
estandarizada N(0,1) cuando se estandariza.

4. Dada una variable normal de media p y desviacién tipica o, calcular la pro-
porcién de valores que son mayores o menores que un nimero determinado,
0 que se encuentran entre dos ndmeros.

5. Dada una variable con una distribucién normal de media y y desviacién ti-
pica o, calcular el punto tal que una determinada proporcién de todos los
valores sea mayor que dicho punto. Calcular también el punto tal que una
determinada proporcién de valores sea menor que dicho punto.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 1

1.72. ;Preferencias en la votacién? Las preferencias politicas de los esparioles de-
penden de la edad, de los ingresos y del sexo de los votantes. Una investigadora
selecciona una amplia muestra de votantes. De cada uno de ellos, la investigado-
ra registra el sexo, la edad, los ingresos y si vot6 al Partido Popular, al Partido
Socialista o a otro partido en las tltimas elecciones. De estas variables, ;cuéles
son categoéricas y cudles son cuantitativas?
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1.73. Armas asesinas. El Anuario Estadistico de 1997 de los Estados Unidos, pro-
porciona datos del FBI sobre asesinatos en 1995. En ese afio, el 55,8% de todos los
asesinatos se cometieron con pistolas, el 12,4% con otras armas de fuego, el 12,6%
con armas blancas, el 5,9% con alguna parte del cuerpo (en general las manos y
los pies) y el 4,5% con algtin objeto contundente. Representa graficamente estos
datos. ;Necesitas la categoria de “otros métodos”?

1.74. Nunca en domingo. En la provincia canadiense de Ontario se ha realizado
un estudio estadistico sobre el funcionamiento del sistema de sanidad ptblica.
Los diagramas de barras de la figura 1.27 proceden del estudio de los ingresos y
las altas de los hospitales de Ontario.'® Estos diagramas muestran el nimero de
pacientes con problemas de corazén que fueron ingresados y dados de alta cada
dia de la semana durante un periodo de 2 afios.

(a) Explica por qué no cabe esperar diferencias en el ntimero de ingresos de
pacientes con cardiopatias en los distintos dias de la semana. ;Es ésta una deduc-
cién correcta a partir de los datos que se aportan?

(b) Describe la distribucién de las altas. ;Existe alguna diferencia con la dis-
tribucién de ingresos? ;C6émo se puede explicar esta diferencia?

1.400 - 2.000 -
12001 — —
— 1.500
g 1000
2] —
i il
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o
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200 A
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32 22 2 5 % 32 22 2 5 %
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Figura 1.27. Diagramas de barras del nimero de ingresos y altas de pacientes con
cardiopatias, cada dia de la semana en los hospitales de Ontario, Canadd.

16 Antoni Basinski, “Almost never on Sunday: implications of the patterns of admission and dis-
charge for common conditions”, Institute for Clinical Evaluative Sciences in Ontario, 18 octubre 1993.
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1.75. De casa a la universidad. El profesor Moore, autor de este libro, que vi-
ve a unos kilémetros del campus universitario de la Universidad de Purdue, ha
registrado durante 42 dias el tiempo que tarda conduciendo desde su casa has-
ta la universidad. He aqui los tiempos (en minutos) correspondientes a 42 dias
consecutivos:

825 7,83 830 842 850 8,67 8,17 9,00 9,00 8,17 7,92

9,00 850 9,00 7,75 7,92 8,00 8,08 842 875 8,08 975

833 7,83 792 858 783 842 775 742 6,75 742 8,50

8,67 10,17 875 858 8,67 9717 9,08 883 8,67

(a) Dibuja un diagrama de tallos correspondiente a estos datos. (Redondea a
décimas de minuto y divide los tallos.) La distribuciéon de datos, ;jes aproxima-
damente simétrica, claramente asimétrica o ninguna de las dos cosas? ;Existen
observaciones atipicas?

(b) Dibuja un diagrama temporal con estos datos. (Marca en el eje de abscisas
los dias consecutivos desde el 1 hasta el 42.) El grafico no deja entrever ninguna
tendencia. De todas formas, se observa que hay un dia en el que la duracién del
trayecto fue muy corta y dos dias en que fue muy larga. Sefiala estos valores en tu
grafico.

(c) Las tres observaciones que se salen un poco de la distribucién general se
pueden explicar. El dia que el profesor Moore tardé muy poco tiempo en llegar a
la universidad corresponde al Dia de Accién de Gracias (Thanksgiving Day), que
en EE UU es festivo. Los dos dias que tardé6 mucho mds de lo normal corres-
ponden, por un lado, a un dia en el que ocurri6é un accidente con las inevitables
retenciones, y, por otro, a un dia en el que se produjeron unas fuertes nevadas que
dificultaron la conduccién. Elimina estas tres observaciones y calcula la media y
la desviacion tipica de las restantes 39 observaciones.

(d) Haz un recuento del ntimero de observaciones entre ¥ — s y ¥ + s, entre
X —2sy X+ 2s, y finalmente entre ¥ — 35 y ¥ + 3s. Halla el porcentaje de obser-
vaciones en cada uno de los intervalos anteriores. Compara estos porcentajes con
los que les corresponderia de acuerdo con la regla del 68-95-99,7.

1.76. Rendimiento de las acciones. La tabla 1.8 proporciona los rendimientos
mensuales de las acciones de Philip Morris para el periodo que va de julio de
1990 a mayo de 1997. Los datos se presentan ordenados cronolégicamente empe-
zando con —5,7%, el rendimiento de julio de 1990. Dibuja un diagrama temporal
con estos datos. Este periodo corresponde a una época de movilizaciones crecien-
tes en contra del tabaco. Por tanto, cabe esperar una tendencia decreciente en los
rendimientos de las acciones. Sin embargo, también aparece un periodo en el cual
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el valor de las acciones crece de forma rapida. ;Qué puede haber provocado esta
tendencia creciente? ;Qué muestra tu diagrama temporal?

1.77. Nueva variedad de maiz. El maiz es un alimento importante para los ani-
males. De todas formas, este alimento carece de algunos aminoécidos que son
esenciales. Un grupo de cientificos desarrollé una nueva variedad que si contenia
dichos aminoacidos a niveles apreciables. Para comprobar el valor de esta nueva
variedad para la alimentacion animal se llevé a cabo el siguiente experimento:
a un grupo de 20 pollos de un dia se les suministré un pienso que contenia ha-
rina de maiz de la nueva variedad. A otro grupo de 20 pollos (grupo de control)
se le aliment6 con un pienso idéntico al anterior, aunque no contenia harina de la
variedad mejorada de maiz. Los resultados que se obtuvieron sobre las ganancias
de peso de los pollos (en gramos), al cabo de 21 dias de alimentacién, fueron los
siguientes:"”

Variedad normal Variedad mejorada

380 321 366 356 | 361 447 401 375
283 349 402 462 | 434 403 393 426
356 410 329 399 | 406 318 467 407
350 384 316 272 | 427 420 477 392
345 455 360 431 | 430 339 410 326

(a) Calcula los cinco ntimeros resumen correspondientes a la ganancia de pe-
so de los dos grupos de pollos. Para comparar las dos distribuciones, representa
los dos diagramas de caja en un mismo gréfico. ;Qué se puede deducir de estos
diagramas de caja?

(b) En el trabajo original donde aparecieron los datos, los autores calcularon
las medias y las desviaciones tipicas de cada grupo de pollos. ;Cuédles son sus
valores? ;Qué diferencia hay entre las medias de cada grupo?

1.78. Alfredo Di Stefano. Antes de ir a Espafa y fichar por el Real Madrid en
la temporada 1952/53 y posteriormente por el Real Club Deportivo Espafiol de
Barcelona la temporada 1964/65, Alfredo Di Stefano jugé en varios equipos sura-
mericanos: River Plate de Buenos Aires, Huracan de Buenos Aires y Millonarios
de Bogota.

7G. L. Cromwell et al., “A comparison of the nutritive value of opaque-2, floury-2 and normal corn
for the chick”, Poultry Science, 57, 1968, pags. 840-847.
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Mientras jugd en Suramérica el nimero de goles por temporada en la liga fue

Temporada Goles | Temporada Goles
1944/45 0 1948/49 24
1945/46 11 1949/50 23
1946/47 27 1950/51 32
1947 /48 14 1951/52 19

Mientras jugé en Espana el nimero de goles por temporada en la liga fue

Temporada Goles | Temporada Goles
1953/54 28 1960/61 21
1954/55 25 1961/62 10
1955/56 24 1962/63 12
1956/57 31 1963/ 64 11
1957/58 19 1964/65 7
1958/59 23 1965/66 4
1959/60 12

Calcula los cinco ntimeros resumen correspondientes al tiempo que Di Stefa-

no jugd en Suramérica y al tiempo que jugé en Espaiia. Sittia los dos diagramas

de caja en un mismo gréfico y compara las dos distribuciones.

1.79. Los todoterrenos, ;desperdician combustible? La tabla 1.2 da los consu-

mos, en litros a los cien kilémetros, de 26 modelos de coches de tamafio medio de

1998. Aqui presentamos los consumos de 19 modelos de todoterreno de ese afio.'®

Modelo Consumo Modelo Consumo
(litros/100 km) (litros/100 km)

Acura SLX 12,5 Jeep Wrangler 12,5
Chevrolet Blazer 11,8 Land Rover 14,8
Chevrolet Tahoe 12,5 Mazda MPV 12,5
Dodge Durango 13,9 Mercedes-Benz ML320 11,3
Ford Expedition 13,1 Mitsubishi Montero 11,8
Ford Explorer 12,5 Nissan Pathfinder 12,5
Honda Passport 11,8 Suzuki Sidekick 9,1
Infiniti QX4 12,5 Toyota RAV4 9,1
Isuzu Trooper 12,5 Toyota 4Runner 10,8
Jeep Grand Cherokee 13,1

18V éase nota 2.
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(a) Describe gréfica y numéricamente los consumos en carretera de los 4 x 4.
¢(Cudles son las principales caracteristicas de esta distribucién?

(b) Dibuja diagramas de caja para comparar la distribucién de los automo-
viles medianos con la de los 4 x 4. ;Cuadles son las principales diferencias entre
estas dos distribuciones?

1.80. Supervivencia de conejillos de Indias. En la tabla 1.9 se presentan los tiem-
pos de supervivencia, en dias, de 72 conejillos de Indias después de que se les
inyectara el bacilo de la tuberculosis en un experimento médico.” La distribu-
cién de los tiempos de supervivencia, ya sea de maquinas (sobrecargadas), ya sea
de personas enfermas (por ejemplo, personas que estan bajo tratamiento oncold-
gico), se suele caracterizar por ser asimétricas hacia la derecha.

Tabla 1.9. Tiempos de supervivencia (en dias) de conejillos de Indias
en un experimento médico.

43 45 53 56 56 57 58 66 67 73

74 79 80 80 81 81 81 82 83 83

84 88 89 91 91 92 92 97 99 99
100 100 101 102 102 102 103 104 107 108
109 113 114 118 121 123 126 128 137 138
139 144 145 147 156 162 174 178 179 184
191 198 211 214 243 249 329 380 403 511
522 598

(a) Representa graficamente estos datos y describe sus caracteristicas mas des-
tacables. La distribucion, ;es asimétrica hacia la derecha?

(b) He aqui los resultados del programa estadistico Data Desk correspondien-
tes a estos datos:

Summary statistics for dias

Mean 141.84722
Median 102.50000
Cases 72

StdDev 109.20863
Min 43

Max 598

25th%ile 82.250000
75th%ile 153.75000

19T, Bjerkedal, “Acquisition of resistance in guinea pigs infected with different doses of virulent
tubercle bacilli”, American Journal of Hygiene, 72, 1960, pags. 130-148.
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Explica como la relacién entre la media y la mediana refleja la asimetria de los
datos. (“Cases” significa niimero de observaciones, “25th%ile” significa primer
cuartil, también se llama “25 th percentil”, ya que el 25% de los datos quedan a la
derecha de este valor. De forma similar “75 th%ile” es el tercer cuartil.)

(c) Calcula los cinco ntimeros resumen y explica brevemente cémo se puede
detectar la asimetria de los datos a partir de ellos.

1.81. Acciones calientes. La tasa de rendimiento de una accién se deriva de la
variacién de su precio y de los dividendos pagados, y normalmente se expresa
como un porcentaje respecto a su valor inicial. A continuacion se presentan da-
tos sobre las tasas de rendimiento mensuales de las acciones de los almacenes
Wal-Mart desde el afio 1973 hasta el afio 1991. Tenemos un total de 228 obser-
vaciones. La figura 1.28 muestra los resultados de un programa estadistico que
describe la distribucién de estos datos. Fijate en que el tallo estd constituido por
las decenas de los porcentajes. Las hojas estan constituidas por las unidades. El
diagrama de tallos divide los tallos para que la representacién sea mejor. El pro-
grama proporciona las observaciones atipicas mayores y las menores de forma
separada. No las incluye en el diagrama de tallos.

(a) Calcula los cinco ntimeros resumen de estos datos.

(b) Describe las principales caracteristicas de la distribucién.

(o) Si tuvieras 1.000 doélares en acciones de Wal-Mart al inicio del mejor mes
de los 19 afios considerados, ;cuanto dinero habrias ganado al final del mes? Si
tuvieras 1.000 ddlares en acciones al comienzo del peor mes, ;cuanto valdria tu
dinero al final de dicho mes?

1.82. El criterio 1,5 X RI. Un criterio que puedes utilizar para detectar observa-
ciones atipicas de un conjunto de datos es el siguiente:

1. Halla los cuartiles Q; y Qs y el recorrido intercuartilico RI = Q; — Q;.
El recorrido intercuartilico es la dispersién del 50% de los datos centrales.

2. Califica como atipica una observacién si se sittia mas a la izquierda de
1,5 x Rl desde el primer cuartil o mas a la derecha de 1,5 x Rl a partir del
tercer cuartil.

Halla el recorrido intercuartilico RI correspondiente a los datos del ejercicio
anterior. De acuerdo con el criterio que acabamos de ver, jexiste alguna observa-
cién atipica? ;Crees que este criterio es el mismo que utiliza el programa estadis-
tico para seleccionar las observaciones atipicas?

Recorrido
intercuarti-
lico
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Mean = 3.064
Standard deviation = 11.49

N = 228 Median = 3.4691
Quartiles = -2.950258, 8.4511

Decimal point is 1 place to the right of the colon

Low: -34.04255 -31.25000 -27.06271 -26.61290

-1 : 985
-1 : 444443322222110000
-0 : 999988777666666665555
-0 . 4444444433333332222222222221111111100

0 000001111111111112222223333333344444444

0 : b5b555555555555555555556666666666677777778888888888899999
1 : 00000000011111111122233334444

1 : 55566667889

2 011334

High: 32.01923 41.80531 42.05607 57.89474 58.67769

Figura 1.28. Resultados de un programa estadistico que describe los rendimientos
mensuales de las acciones de Walt-Mart. Para el ejercicio 1.81.

1.83. Rendimiento de acciones. ;Crees que ha cambiado el rendimiento de las ac-
ciones de Wal-Mart en los 19 afios que van desde 1973 hasta 1991? En el ejercicio
1.81 vimos la distribucién de los 228 rendimientos mensuales. Este tipo de des-
cripcién no puede responder a preguntas sobre los cambios acaecidos a lo largo
del tiempo. La figura 1.29 es un tipo de gréfico temporal. En lugar de represen-
tar todas las observaciones, éstas se presentan agrupadas por afos en forma de
diagramas de caja. Cada afio tenemos 12 rendimientos mensuales.

(a) ;Se observa alguna tendencia en los rendimientos mensuales tipicos a lo
largo de estos afios?

(b) ;Se observa alguna tendencia en la dispersién anual de los datos?

(c) El diagrama de tallos de la figura 1.28 sefiala algunas observaciones atipi-
cas. ;Cudles de éstas se pueden detectar en los diagramas de caja? ;En qué afios
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Figura 1.29. Diagramas de caja que permiten la comparaciéon de las dis-
tribuciones mensuales de los rendimientos de las acciones de Wal-Mart
durante 19 afios.

ocurren? ;Refuerza esto las conclusiones que has obtenido en el apartado (b)?
(Hay alguna observacion atipica especialmente sorprendente después de tener
en cuenta tu respuesta en (b)?

1.84. Julia dice: “La gente ahora vive mds afnos que antes, por tanto, es probable
que los nuevos presidentes de EE UU sean mayores que los anteriores cuando
acceden a la Casa Blanca”. Juan responde: “No, a los votantes de ahora les gusta
la juventud y no respetan a la gente mayor, por tanto, es probable que los presi-
dentes de EE UU sean mds jovenes que hace unos afios”.

Dibuja un grafico temporal con la edad de los presidentes de EE UU que tie-
nes en la tabla 1.7. En el eje de las abscisas sittialos desde el primero, que corres-
ponde a Washington, hasta el que ocupa el lugar niimero 42, que corresponde a
Clinton. ;Se observa alguna tendencia a lo largo del tiempo? ;A quién da la razén
los datos, a Julia o a Juan?
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1.85. Coste de la capacidad de los ordenadores. Los usuarios de informadtica sa-
ben que el coste de la potencia de los ordenadores ha ido disminuyendo de forma
muy rapida. Por ejemplo, el coste de la capacidad, en megabytes, de los mayores
discos duros del mercado de los ordenadores personales para Macintosh es®

Afio 1992 1993 1994 1995 1996
Coste (€) 507 240 1,14 0,53 0,36

Estos costes se han ajustado de acuerdo con la inflacién de cada afio para fa-
cilitar su comparacién. Dibuja un diagrama temporal con estos datos. Sefiala si
observas alguna tendencia.

1.86. Grandes robles y pequefias bellotas. De las 50 especies de roble de los
EE UU, 28 crecen en la costa atlantica y 11 en la costa de California. Estamos
interesados en la distribucién del tamario de las bellotas de los robles. He aqui

datos sobre el volumen de bellotas (en centimetros ctibicos) de estas 39 especies
de roble:

Atlantico California

14 34 91 1,6 105 25 09|41 59 17,1
68 1,8 03 09 08 20 1,1|16 26 04
06 1,8 48 1,1 30 1,1 1.,1|20 60 71
36 81 36 18 04 1,1 12|55 1,0

(a) Dibuja un histograma con los 39 voltimenes de bellota. Describe la distri-
bucién. Incluye un resumen numérico adecuado.

(b) Compara las distribuciones de las regiones atlantica y californiana con un
gréfico y con restimenes numéricos. ;Qué has hallado?

1.87. La tabla 1.6 hace referencia a los Estados europeos. Existe mucha mas infor-
macién. Entra en la pagina web de la Comision Europea o acércate a la biblioteca
de la Comisién Europea que tengas més proxima y busca mas datos estadisticos
sobre los Estados europeos.

20 Apareci6 en MacWorld, septiembre 1996, pag. 145.
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(a) ;Qué porcentaje representa la poblacién ocupada en agricultura en cada
Estado?

(b) Compara la inflacién de los distintos Estados europeos. Representa grafi-
camente la informacién que hayas encontrado. Calcula los resimenes numéricos
mas adecuados. ;Cudles son tus conclusiones?

1.88. Adopcién de la cultura anglosajona. La prueba ARSMA (Acculturation Ra-
ting Scale for Mexican Americans) es una prueba psicoldgica que se utiliza para
determinar el nivel de integracion cultural de los estadounidenses de origen me-
xicano. Las puntuaciones posibles van de 1,0 a 5,0. Los valores més altos de esta
escala corresponden a niveles mds elevados de adaptacion a la cultura anglosa-
jona. Cuando se efectud esta prueba con una poblacién experimental, se observo
que la distribucién de las puntuaciones era aproximadamente normal con una
media de 3,0 y una desviacién tipica de 0,8. Un investigador cree que los mexi-
canos recién llegados a EE UU tienen una puntuacién media préxima a 1,7 y que
la de la siguiente generacién estd préxima a 2,1. ;Qué proporciéon de la poblacién
experimental tiene puntuaciones menores de 1,7? ;Y entre 1,7 y 2,1?

1.89. Perimetro craneal de soldados. Segtin datos del ejército de EE UU, la distri-
bucién del perimetro craneal entre sus soldados es aproximadamente normal con
una media de 57,9 cm y una desviacion tipica de 2,8 cm. Los cascos militares se
producen de forma industrial excepto para los soldados con perimetros cranea-
les situados en el 5% superior o bien en el 5% inferior, para los cuales se hacen a
medida. ;Para qué perimetros craneales se hacen estos cascos a medida?

1.90. Adopcién de la cultura anglosajona. El ejercicio 1.88 describi6 la prueba
ARSMA. ;Cudl debe ser el resultado de un estadounidense de origen mexicano
para pertenecer al 30% de la poblacién experimental que obtuvo mejores resul-
tados en la prueba? ;Qué resultados definen el 30% para los cuales la cultura
mexicano-espafiola tiene un mayor peso?






2.

ANALISIS DE RELACIONES

JOHN W. TUKEY

John W. Tukey (1915-) empez6 como quimico, siguié como matematico
y finalmente se convirtié en estadistico debido a lo que él mismo deno-
miné “la experiencia de los problemas reales y de los datos reales” que
adquirié durante la II Guerra Mundial. En 1937, John W. Tukey fue a la
Princeton University a estudiar quimica pero se doctoré en matematicas
en 1939. Durante la guerra trabajé en temas de precision de tiro. Después
de la guerra, simultane6 su labor en la Princeton University con su traba-
jo en los Laboratorios Bell, quiza el grupo de investigacién industrial mas
importante del mundo.

Tukey dedicé la mayor parte de su atencion al estudio estadistico
de problemas especialmente dificiles de resolver, como son la seguri-
dad de las anestésicos, el comportamiento sexual de los seres huma-
nos, la comprobacién del cumplimiento de la prohibicién de las pruebas
nucleares, y la determinacion de la calidad del aire y la contaminaciéon
ambiental.

Basédndose en “la experiencia de los problemas reales y de los datos
reales”, John Tukey desarroll6 el andlisis exploratorio de datos. Inventé
algunas de las herramientas estadisticas que hemos visto en el capitulo 1
como, por ejemplo, los diagramas de tallos y los diagramas de caja. Tukey
cambi6 el enfoque del andlisis de datos, defendiendo un anilisis de da-
tos mucho mas flexible, mds exploratorio, cuyo objetivo no consiste sim-
plemente en dar respuesta a preguntas concretas. El primer propésito es
contestar a la pregunta: “;Qué dicen los datos?”. Este capitulo, igual que
el capitulo 1, sigue el camino que marcé Tukey, y para ello presentamos
mads ideas y herramientas para examinar datos.




Variable
independiente

Variable
dependiente
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2.1 Introduccidon

Un estudio médico hallé que las mujeres bajas son mds propensas a sufrir ata-
ques al corazén que las mujeres de altura media. Ademds, las mujeres altas sufren
menos ataques al corazén que las de altura media. Por otro lado, un grupo ase-
gurador informa que con coches grandes se producen menos muertes por cada
10.000 vehiculos que con coches pequefios. Estos y muchos otros estudios estadis-
ticos buscan relaciones entre dos variables. Para entender este tipo de relaciones,
a menudo también tenemos que examinar otras variables. Para llegar a la conclu-
sion de que las mujeres bajas sufren mas ataques al corazén, los investigadores
tuvieron que eliminar el efecto de otras variables como el peso y los habitos
deportivos. En este capitulo examinaremos la relaciéon entre variables. También
veremos que la relaciéon entre dos variables puede verse afectada de forma im-
portante por variables latentes de entorno.

Como la variacién estd siempre presente, las relaciones estadisticas son ten-
dencias generales, no reglas blindadas. Nuestras relaciones admiten excepciones
individuales. A pesar de que como media los fumadores mueren antes que los no
fumadores, algunos fumadores que consumen maés de tres paquetes diarios lle-
gan a los noventa afios. Para estudiar la relacién entre dos variables, las medimos
en los mismos individuos. A menudo, creemos que una de las variables puede
explicar o influye sobre la otra.

VARIABLE RESPUESTA Y VARIABLE EXPLICATIVA

Una variable respuesta mide el resultado de un estudio. Una variable
explicativa influye o explica cambios en la variable respuesta.

A menudo, encontrards que a las variables explicativas se les llama variables
independientes y a las variables respuesta, variables dependientes. La idea es
que el valor de la variable respuesta depende del de la variable explicativa. Como
en estadistica las palabras “independiente” y “dependiente” tienen otros signifi-
cados que no estdn relacionados con lo que acabamos de ver, no utilizaremos esta
terminologia.

La manera mas facil de distinguir entre variables explicativas y variables res-
puesta es dar valores a una de ellas y ver lo que ocurre en la otra.
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EJEMPLO 2.1. Los efectos del alcohol

El alcohol produce muchos efectos sobre el cuerpo humano. Uno de ellos es la
bajada de la temperatura corporal. Para estudiar este efecto, unos investigado-
res suministraron distintas dosis de alcohol a unos ratones y al cabo de 15 mi-
nutos midieron la variacién de temperatura de su cuerpo. La cantidad de alco-
hol es la variable explicativa y el cambio de temperatura corporal es la variable
respuesta. ll

Cuando no asignamos valores a ninguna variable, sino que simplemente ob-
servamos los valores que adquieren, éstas pueden ser o no variables explicati-
vas y variables respuesta. El que lo sean depende de cémo pensemos utilizar los
datos.

EJEMPLO 2.2. Calificaciones en la prueba SAT

Alberto quiere saber qué relacién existe entre la media de las calificaciones de
Matematicas y la media de las calificaciones de Lengua obtenidas por estudiantes
de los 51 Estados de EE UU (incluyendo el Distrito de Columbia) en la prueba
SAT. Inicialmente, Alberto no cree que una variable dependa de los valores que
tome la otra. Tiene dos variables relacionadas y ninguna de ellas es una variable
explicativa.

Julia, con los mismos datos, se plantea la siguiente pregunta: ;puedo predecir
la calificacién de Matematicas de un Estado si conozco su calificacién de Lengua?
En este caso, Julia trata la calificacién de Lengua como variable explicativa y la
de Matematicas como variable respuesta. ll

En el ejemplo 2.1, el alcohol realmente causa un cambio en la temperatura
corporal. No existe ninguna relacion causa-efecto entre las calificaciones de Ma-
tematicas y las de Lengua del ejemplo 2.2. De todas formas, como existe una
estrecha relacion entre las calificaciones de Matematicas y de Lengua, podemos
utilizar la de Lengua para predecir la de Matematicas. En la seccién 2.4 apren-
deremos a hacer dicha prediccién. Esta requiere que identifiquemos una variable
explicativa y una variable respuesta. Otras técnicas estadisticas ignoran esta dis-
tincion. Recuerda que llamar a una variable explicativa y a otra variable respuesta
no significa necesariamente que los cambios en una de ellas causen cambios en
la otra.
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Muchos estudios estadisticos examinan datos de méas de una variable. Afor-
tunadamente, los estudios estadisticos de datos de varias variables se basan en
las herramientas que hemos utilizado para examinar una sola variable. Los prin-
cipios en los que se basa nuestro trabajo también son los mismos:

e Empieza con un gréfico; luego, afiade resimenes numéricos.

e Identifica el aspecto general y las desviaciones.

e Cuando el aspecto general sea bastante regular, utiliza un modelo mate-
matico para describirlo.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.1. En cada una de las situaciones siguientes, ; qué es mds razonable, simplemen-
te explorar la relacién entre dos variables o contemplar una de las variables como
variable explicativa y la otra como variable respuesta?

(a) La cantidad de tiempo que un alumno pasa estudiando para un examen
de Estadistica y la calificaciéon obtenida en el examen.

(b) El peso y la altura de una persona.

(c) La lluvia caida durante un afio y el rendimiento de un cultivo.

(d) Las calificaciones de Estadistica y de Francés de los estudiantes.

(e) El tipo de trabajo de un padre y el de su hijo.

2.2. ;Es posible predecir la altura que tiene un nifio de 16 afios a partir de la al-
tura que tenia a los 6? Una manera de descubrirlo consistiria en medir la altura
de un grupo suficientemente numeroso de nifios de 6 afios, esperar hasta que
cumplieran los 16 afios y entonces volver a medirlos. En este caso, jcudl es la va-
riable explicativa y cudl es la variable respuesta? ;Estas variables son categéricas
o cuantitativas?

2.3. Tratamiento del cancer de mama. El tratamiento mds comtn para combatir
el cancer de mama consistia en la extirpacién completa del pecho. Hoy en dia, se
suele extirpar tinicamente el tumor y los ganglios linfaticos circundantes, aplican-
do después radioterapia en la zona afectada. El cambio de tratamiento se produjo
tras un amplio experimento médico que comparé ambas técnicas: se selecciond al
azar dos grupos de enfermas; cada uno sigui6 un tratamiento distinto y se realiz6
un minucioso seguimiento de las pacientes para comprobar el periodo de super-
vivencia. ;Cudl es la variable explicativa y cudl es la variable respuesta? ;Son
variables categdricas o cuantitativas?
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2.2 Diagramas de dispersién

La manera mds comun de mostrar grificamente la relacién entre dos variables
cuantitativas es un diagrama de dispersién. He aqui un ejemplo de diagrama de
dispersion.

EJEMPLO 2.3. Notas en la prueba SAT

La tabla 2.1 proporciona datos sobre la educacion en los diversos Estados de
EE UU. La primera columna identifica los Estados, la segunda indica a qué regién
censal pertenece cada uno: East North Central (ENC), East South Central (ESC),
Middle Atlantic (MA), Mountain (MTN), New England (NE), Pacific (PAC), South
Atlantic (SA), West North Central (WNC) y West South Central (WSC). La tercera
columna contiene la poblacién de cada Estado en miles de habitantes. Las cinco
variables restantes son la media de Lengua y de Matemadticas en la prueba SAT, el
porcentaje de alumnos que se presentan a la prueba, el porcentaje de residentes
que no se graduaron en secundaria y la media de los salarios de los profesores ex-
presado en miles de ddlares.

En EE UU se usan las medias de las calificaciones obtenidas en las pruebas
SAT para evaluar los sistemas educativos, tanto estatales como locales. Este siste-
ma de evaluacién no es un buen procedimiento, ya que el porcentaje de alumnos
de ensefianza media que se presenta a estas pruebas varia mucho segtn el Estado.
Vamos a examinar la relacién entre el porcentaje de alumnos que se presentan
a estas pruebas en cada Estado y la media de las calificaciones de matematicas.

Creemos que “el porcentaje de alumnos que se presentan” nos ayudara a en-
tender “la media de los resultados”. Por tanto, la variable “el porcentaje de alum-
nos que se presentan” es la variable explicativa y la variable “la media de las cali-
ficaciones de Matematicas” es la variable respuesta. Queremos ver como varia la
media de las calificaciones cuando cambia el porcentaje de alumnos que se pre-
sentan al examen. Es por este motivo que situaremos el porcentaje de alumnos
que se presentan (la variable explicativa) en el eje de las abscisas. La figura 2.1
es el diagrama de dispersién en el que cada punto representa a un Estado. Por
ejemplo, en Alabama el 8% de los alumnos se presenté al examen y la media
de las calificaciones de Matematicas fue de 558. Busca el 8 en el eje de las x (eje de
las abscisas) y el 558 en el eje de las i (eje de las ordenadas). El Estado de Alabama
aparece como el punto (8, 558), encima del 8 y a la derecha de 558. La figura 2.1
muestra cémo localizar el punto correspondiente a Alabama en el diagrama. H
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Tabla 2.1. Datos sobre la educaciéon en EE UU.

Porcentaje Porcentaje Salario de
Poblacién SAT SAT de alumnos sin estudios profesores
Estado® Regi6n™ (1.000) Lengua  Matematicas  presentados  de secundaria ($1.000)
AL ESC 4.273 565 558 8 33,1 31,3
AK PAC 607 521 513 47 13,4 49,6
AZ MTN 4.428 525 521 28 21,3 32,5
AR WSC 2.510 566 550 6 33,7 29,3
CA PAC 31.878 495 511 45 23,8 43,1
co MTN 3.823 536 538 30 15,6 35,4
CT NE 3.274 507 504 79 20,8 50,3
DE SA 725 508 495 66 22,5 40,5
DC SA 543 489 473 50 26,9 43,7
FL SA 14.400 498 496 48 25,6 33,3
GA SA 7.353 484 477 63 29,1 34,1
HI PAC 1.184 485 510 54 19,9 35,8
ID MTN 1.189 543 536 15 20,3 30,9
IL ENC 11.847 564 575 14 23,8 40,9
IN ENC 5.841 494 494 57 24,4 37,7
IA WNC 2.852 590 600 5 19,9 32,4
KS WNC 2.572 579 571 9 18,7 35,1
KY ESC 3.884 549 544 12 35,4 33,1
LA WSC 4.351 559 550 9 31,7 26,8
ME NE 1.243 504 498 68 21,2 32,9
MD SA 5.072 507 504 64 21,6 41,2
MA NE 6.092 507 504 80 20,0 42,9
MI ENC 9.594 557 565 11 23,2 44,8
MN WNC 4.658 582 593 9 17,6 36,9
MS ESC 2.716 569 557 4 35,7 27,7
MO WNC 5.359 570 569 9 26,1 33,3
MT MTN 879 546 547 21 19,0 29,4
NE WNC 1.652 567 568 9 18,2 31,5
NV MTN 1.603 508 507 31 21,2 36,2
NH NE 1.162 520 514 70 17,8 35,8
NJ MA 7.988 498 505 69 23,3 47,9
NM MTN 1.713 554 548 12 24,9 29,6
NY MA 18.185 497 499 73 25,2 48,1
NC SA 7.323 490 486 59 30,0 30,4
ND WNC 644 596 599 5 23,3 27,0
OH ENC 11.173 536 535 24 24,3 37,8
OK WSC 3.301 566 557 8 25,4 28,4
OR PAC 3.204 523 521 50 18,5 39,6
PA MA 12.056 498 492 71 25,3 46,1
RI NE 990 501 491 69 28,0 42,2
SC SA 3.699 480 474 57 31,7 31,6
SD WNC 732 574 566 5 22,9 26,3
TN ESC 5.320 563 552 14 32,9 33,1
X WSC 19.128 495 500 48 27,9 32,0

UT MTN 2.000 583 575 4 14,9 30,6
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Tabla 2.1 (continuacion).

Porcentaje Porcentaje Salario de
Poblacién SAT SAT de alumnos sin estudios profesores
Estado® Regi6én*™* (1.000) Lengua  Matematicas  presentados  de secundaria ($1.000)
VT NE 589 506 500 70 19,2 36,3
VA SA 6.675 507 496 68 24,8 35,0
WA PAC 5.533 519 519 47 16,2 38,0
wv SA 1.826 526 506 17 34,0 32,2
WI ENC 5.160 577 586 8 21,4 38,2
WY MTN 481 544 544 11 17,0 31,6

* Para identificar los Estados véase la tabla 1.1.
** Las regiones censadas son East North Central, East South Central, Middle Atlantic, Mountain, New England

Pacific, South Atlantic, West North Central y West South Central.
Fuente: Statistical Abstract of the United States, 1992.
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Figura 2.1. Diagrama de dispersién correspondiente a las notas
medias de Matemaéticas en la prueba SAT en relacién con el por-
centaje de alumnos que se presentan a dicho examen. La inter-
seccién de las lineas discontinuas corresponde al punto (8, 558),
el dato del Estado de Alabama.
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DIAGRAMA DE DISPERSION

Un diagrama de dispersién muestra la relaciéon entre dos variables cuan-
titativas medidas en los mismos individuos. Los valores de una variable
aparecen en el eje de las abscisas y los de la otra en el eje de las ordena-
das. Cada individuo aparece como un punto del diagrama. Su posicién
depende de los valores que toman las dos variables en cada individuo.

Sittia siempre a la variable explicativa, si una de ellas lo es, en el eje de las
abscisas del diagrama de dispersion. En general, llamamos a la variable expli-
cativa x y a la variable respuesta y. Si no distinguimos entre variable explicativa
y variable respuesta, cualquiera de las dos se puede situar en el eje de las abscisas.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.4. Manatis en peligro. Los manatis son unos animales grandes y doéciles que
viven a lo largo de la costa de Florida. Cada afio, lanchas motoras hieren o matan
muchos manatis. A continuacién, se presenta una tabla que contiene el ntme-
ro de licencias para lanchas motoras (expresado en miles de licencias por afio)
expedidas en Florida y el nimero de manatis muertos entre los afios 1977 y 1990.

Licencias Licencias
expedidas Manatis expedidas Manatis
Ao (1.000) muertos Ano (1.000) muertos
1977 447 13 1984 559 34
1978 460 21 1985 585 33
1979 481 24 1986 614 33
1980 498 16 1987 645 39
1981 513 24 1988 675 43
1982 512 20 1989 711 50
1983 526 15 1990 719 47

(a) Queremos analizar la relaciéon entre el niimero de licencias anualmente
expedidas en Florida y el ndmero de manatis muertos cada afio. ;Cudl es la va-
riable explicativa?

(b) Dibuja un diagrama de dispersién con estos datos. (Indica en los ejes los
nombres de las variables, no te limites a indicar x e y.) ;Qué nos dice el diagrama
de dispersion sobre la relacién entre estas dos variables?
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2.2.1 Interpretacién de los diagramas de dispersién

Para interpretar un diagrama de dispersion, aplica las estrategias de andlisis de
datos aprendidas en el capitulo 1.

EXAMEN DE UN DIAGRAMA DE DISPERSION

En cualquier grafico de datos, identifica el aspecto general y las desvia-
ciones sorprendentes del mismo.

Puedes describir el aspecto general de un diagrama de dispersién
mediante la forma, la direccién y la fuerza de la relacion.

Un tipo importante de desviacion son las observaciones atipicas, valores
individuales que quedan fuera del aspecto general de la relacion.

La figura 2.1 muestra una forma clara: hay dos grupos distintos de Estados.
En el grupo situado mas a la derecha, el 45% o mads de los alumnos se present6 a
la prueba y las medias de los resultados estatales son bajas. Los Estados situados
en el grupo de la izquierda tienen calificaciones mds altas y porcentajes menores
de alumnos presentados. No hay observaciones atipicas claras, es decir, no hay
puntos situados de forma clara fuera de los grupos.

¢ Qué puede explicar la existencia de dos grupos? En EE UU existen dos prue-
bas principales de acceso a la universidad: la prueba SAT (Scholastic Assessment
Test) y la prueba ACT (American College Testing). En cada Estado predomina una
de las dos pruebas. El grupo que aparece a la izquierda en el diagrama de dis-
persion de la figura 2.1 esta constituido por Estados donde predomina la prueba
ACT. El grupo de la derecha estd formado por Estados en los que predomina la
prueba SAT. En los Estados ACT, los alumnos que se presentan a la prueba SAT
lo hacen porque quieren acceder a universidades mds selectivas, que exigen una
nota elevada en la prueba SAT. Este grupo selecto de estudiantes suele obtener
unas notas en la prueba SAT superiores a las que obtienen los estudiantes de los
Estados donde predomina dicha prueba.

La relacion de la figura 2.1 tiene una direccion clara: los Estados donde el por-
centaje de alumnos que se presentan a la prueba SAT es elevado tienden a tener
notas medias mds bajas. Tenemos una asociacién negativa entre dos variables.

Grupos
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ASOCIACION POSITIVA Y ASOCIACION NEGATIVA

Dos variables estan asociadas positivamente cuando valores superiores
a la media de una de ellas tienden a ir acomparfiados de valores también
situados por encima de la media de la otra variable, y cuando valores
inferiores a la media también tienden a ocurrir conjuntamente.

Dos variables estan asociadas negativamente cuando valores superio-
res a la media de una de ellas tienden a ir acompafados de valores in-
feriores a la media de la otra variable, y viceversa.

La fuerza de la relacién del diagrama de dispersion esta determinada por lo
cerca que quedan los puntos de una determinada curva imaginaria. En general,
la relacién de la figura 2.1 no es fuerte —Estados con porcentajes similares de
alumnos que se presentan a la prueba SAT muestran bastante variaciéon en sus
notas medias—. He aqui un ejemplo de una relacién fuerte con una forma clara.

Tabla 2.2. Medias de grados-dia y consumo de gas de la familia Sanchez.

Mes Grados-dia Gas (m®)
Noviembre 13,3 17,6
Diciembre 28,3 30,5
Enero 23,9 24,9
Febrero 18,3 21,0
Marzo 14,4 14,8
Abril 7,2 11,2
Mayo 2,2 4,8
Junio 0 3.4
Julio 0 3,4
Agosto 0,5 3,4
Septiembre 3,3 5,9
Octubre 6,7 8,7
Noviembre 16,7 17,9
Diciembre 17,8 20,2
Enero 28,9 30,8

Febrero 16,7 19,3
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EJEMPLO 2.4. Calefaccion del hogar

La familia Sdnchez estd a punto de instalar paneles solares en su casa para reducir
el gasto en calefaccién. Para conocer mejor el ahorro que puede significar, antes
de instalar los paneles los Sdnchez han ido registrando su consumo de gas en los
altimos meses. El consumo de gas es mds elevado cuando hace frio, por lo que
debe existir una relacién clara entre el consumo de gas y la temperatura exterior.

La tabla 2.2 muestra los datos de 16 meses.' La variable respuesta y es la
media de los consumos de gas diarios durante el mes, en metros ctibicos (m?®). La
variable explicativa x es la media de los grados-dia de calefaccién diarios durante
el mes. (Los grados-dia de calefaccién son la medida habitual de la demanda de
calefaccion. Se acumula un grado-dia por cada grado que la temperatura media
diaria estd por debajo de 18,5 °C. Una temperatura media de 1 °C, por ejemplo,
corresponde a 17,5 grados-dia de calefaccién.

El diagrama de dispersién de la figura 2.2 muestra una asociacién positiva
fuerte. Mdas grados-dia indican mads frio y, por tanto, méas gas consumido. La for-
ma de la relacién es lineal. Es decir, los puntos se sittian a lo largo de una recta
imaginaria. Es una relacién fuerte porque los puntos se apartan poco de dicha
recta. Si conocemos las temperaturas de un mes podemos predecir con bastante
exactitud el consumo de gas.
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Figura 2.2. Diagrama de dispersién del consumo diario medio de
gas de la familia Sdnchez durante 16 meses en relacién con la me-
dia diaria de grados-dia en esos meses. Datos de la tabla 2.2.

!Datos de Robert Dale, Purdue University.

Relacion
lineal
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Por supuesto, no todas las relaciones son de tipo lineal. Es mds, no todas las
relaciones tienen una direccion clara que podamos describir como una asociacién
positiva o negativa. El ejercicio 2.6 da un ejemplo de una relacién que no es lineal
y que no tiene una direccién clara.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.5. Mis sobre manatis en peligro. En el ejercicio 2.4 dibujaste un diagrama de
dispersién del nimero de licencias para lanchas motoras registradas anualmente
en Florida y del nlimero de manatis que matan las lanchas cada afio.

(a) Describe la direccién de la relacién. Las variables, ;estan asociadas positi-
va o negativamente?

(b) Describe la forma de la relacién. ;Es lineal?

(c) Describe la fuerza de la relacién. ;Se puede predecir con precision el ni-
mero de manatfs muertos cada afio conociendo el niimero de licencias expedidas
en ese aiio? Si Florida decidiera congelar el niimero de licencias en 716.000, ;cudn-
tos manatis matarian, aproximadamente, las lanchas motoras cada afio?

2.6. El consumo, ;aumenta con la velocidad? ;Cémo varia el consumo de gasoli-
na de un coche a medida que aumenta su velocidad? Aqui se presentan los datos
correspondientes al modelo britanico del Ford Escort. La velocidad se ha medi-
do en kilémetros por hora y el consumo de carburante en litros de gasolina por
100 kilémetros.*

Velocidad Consumo Velocidad Consumo

(km/h) (litros/100 km) (km/h) (litros/100 km)
10 21,00 90 7,57
20 13,00 100 8,27
30 10,00 110 9,03
40 8,00 120 9,87
50 7,00 130 10,79
60 5,90 140 11,77
70 6,30 150 12,83
80 6,95

2T. N. Lam, “Estimating fuel consumption from engine size”, Journal of Transportation Engineering,
111, 1985, pags. 339-357.
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(a) Dibuja un diagrama de dispersién. ;Cudl es la variable explicativa?

(b) Describe la forma de la relacién. ;Por qué no es lineal? Explica lo que
indica la forma de la relacion.

(c) ;Por qué no tiene sentido decir que las variables estan asociadas positiva
o negativamente?

(d) La relacién, ;es razonablemente fuerte o, por el contrario, es mas bien
débil? Justifica tu respuesta.

2.2.2 Inclusién de variables categdricas en los diagramas de dispersién

Desde hace tiempo, los resultados de los alumnos de las escuelas del sur de
EE UU estan por debajo del resto de escuelas del pais. De todas formas, los es-
fuerzos para mejorar la educacién han reducido la diferencia. En nuestro estudio
sobre las pruebas de acceso a la universidad, los Estados del sur, ;estan por de-
bajo de la media?

EJEMPLO 2.5. ;El Sur es diferente?

Se han senalado en la figura 2.3 los Estados del Sur del diagrama de dispersion de
la figura 2.1 con un simbolo diferente al resto de los Estados. (Consideramos como
Estados del Sur los Estados de las regiones East South Central y South Atlantic.)
En el diagrama, la mayoria de los Estados del Sur aparecen mezclados con los
demas. De todas formas, algunos Estados del Sur se hallan en los bordes infe-
riores de sus grupos, junto con el Distrito de Columbia, que es mds una ciudad
que un Estado. Georgia, Carolina del Sur y Virginia Occidental tienen notas SAT
inferiores a las que cabria esperar de acuerdo con el porcentaje de alumnos de
secundaria que se presentan al examen. l

Al clasificar los Estados en “Estados del Sur” y “resto de los Estados”, he-
mos introducido una tercera variable en el diagrama de dispersién, una variable
categorica que solo tiene dos valores. Los dos valores se muestran con dos simbo-
los distintos. Cuando quieras afiadir una variable categérica a un diagrama de
dispersion, utiliza colores o simbolos distintos para representar los puntos.®

3W. S. Cleveland y R. McGill. “The many faces of a scatterplot”, Journal of the American Statistical
Association, 79, 1984, pags. 807-822.
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Figura 2.3. Nota media de Matemaéticas en la prueba SAT y por-
centaje de alumnos que se presenta a la prueba en cada Estado.

EJEMPLO 2.6. Los paneles solares, ;reducen el consumo de gas?

Al poco tiempo de recopilar los datos que aparecen en la tabla 2.2 y en la figu-
ra 2.2, la familia Sanchez decidi6 instalar paneles solares en su casa. Para deter-
minar el ahorro de gas que podia representar la instalaciéon de estos paneles, los
Sénchez registraron su consumo de gas durante 23 meses mds. Para ver este efec-
to, anadimos los nuevos grados-dia y el consumo de gas de estos meses en el
diagrama de dispersién. La figura 2.4 es el resultado. Utilizamos simbolos dis-
tintos para distinguir los datos de “antes” de los de “después”. En los meses
poco frios no hay mucha diferencia entre los dos grupos de datos. En cambio,
en los meses mds frios el consumo de gas es claramente menor después de insta-
lar los paneles solares. El diagrama de dispersion muestra que se ahorra energia
después de instalar los paneles.
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Figura 2.4. Consumo de gas con relacién a los grados-dia. Los pun-
tos negros corresponden a los 16 meses sin paneles solares, mientras
que los blancos corresponden a los meses con paneles solares.

Nuestro ejemplo sobre el consumo de gas tiene un problema que se presen-
ta frecuentemente al dibujar diagramas de dispersién. Puede ser que no te des
cuenta del problema cuando hagas el dibujo con un ordenador. Cuando algunos
individuos tienen exactamente los mismos valores, ocupan el mismo punto del
diagrama de dispersion. Fijate en los valores de junio y julio de la tabla 2.2. La
tabla 2.2 contiene datos de 16 meses, en cambio en la figura 2.2 sélo aparecen
15 puntos: junio y julio ocupan el mismo punto. Puedes utilizar simbolos distin-
tos para sefialar los puntos que representan méas de una observacién. Algunos
programas estadisticos lo hacen automaticamente, pero otros no. Te recomen-
damos que utilices simbolos distintos para las observaciones repetidas cuando
representes a mano un nimero pequefio de observaciones.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.7. La gente obesa, ;consume mds energia? El nivel metabdlico de una persona,
es decir, el ritmo al que su cuerpo consume energia, es un factor importante a
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tener en cuenta en estudios de dietética. La tabla 2.3 proporciona datos sobre el
sexo, el peso magro (peso total descontando su contenido en grasa) y el nivel me-
tabolico en reposo de 12 mujeres y 7 hombres que eran los sujetos de un estudio
de dietética. El nivel metabolico se expresa en calorias consumidas en 24 horas,
la misma unidad utilizada para expresar el valor energético de los alimentos. Los
investigadores creen que el peso magro corporal tiene una importante influencia
en el nivel metabdlico.

Tabla 2.3. Peso magro corporal y nivel metabélico.

Peso Nivel Peso Nivel
Sujeto Sexo (kg) metabdlico Sujeto Sexo (kg) metabdlico
1 H 62,0 1.792 11 M 40,3 1.189
2 H 62,9 1.666 12 M 33,1 913
3 M 36,1 995 13 H 51,9 1.460
4 M 54,6 1.425 14 M 42,4 1.124
5 M 48,5 1.396 15 M 34,5 1.052
6 M 42,0 1.418 16 M 51,1 1.347
7 H 47,4 1.362 17 M 41,2 1.204
8 M 50,6 1.502 18 H 51,9 1.867
9 M 42,0 1.256 19 H 46,9 1.439
10 H 48,7 1.614

(a) Dibuja un diagrama de dispersién sélo con los datos de las mujeres. ;Cudl
seria la variable explicativa?

(b) La asociacion entre estas dos variables, ;es positiva o negativa? ;Cudl es
la forma de la relacién? ;Cudl es la fuerza de la relaciéon?

(c) Ahora, afiade en el diagrama de dispersion los datos de los hombres uti-
lizando un color o un simbolo distinto al utilizado para las mujeres. La relacién
entre el nivel metabdlico y el peso magro de los hombres, ;es igual al de las mu-
jeres? ;En qué se distinguen el grupo de hombres y el grupo de mujeres?

RESUMEN DE LA SECCION 2.2

Para estudiar la relacién entre variables, tenemos que medir las variables sobre el
mismo grupos de individuos.

Si creemos que los cambios de una variable x explican o que incluso son la
causa de los cambios de una segunda variable y, a la variable x la llamaremos
variable explicativa y a la variable y variable respuesta.

Un diagrama de dispersién muestra la relacién entre dos variables cuantita-
tivas, referidas a un mismo grupo de individuos. Los valores de una variable se
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sitdan en el eje de las abscisas y los valores de la otra en el de las ordenadas. Cada
observacion viene representada en el diagrama por un punto.

Si una de las dos variables se puede considerar una variable explicativa, sus
valores se sittian siempre en el eje de las abscisas del diagrama de dispersion.
Sittia la variable respuesta en el eje de las ordenadas.

Para mostrar el efecto de las variables categoéricas, representa los puntos de
un diagrama de dispersién con colores o simbolos distintos.

Cuando analices un diagrama de dispersion, identifica su aspecto general
describiendo la direccién, la forma y la fuerza de la relacién, y luego identifi-
ca las observaciones atipicas y otras desviaciones.

Forma: relaciones lineales cuando los puntos del diagrama de dispersién
se sitilan aproximadamente a lo largo de una recta, son una forma importante de
relacién entre dos variables. Las relaciones curvilineas y las agrupaciones son
otras formas en las que también tienes que fijarte.

Direccién: si la relacién entre las dos variables tiene una direccion clara, de-
cimos que existe una asociaciéon positiva (si valores altos de las dos variables
tienden a ocurrir simultdneamente) o una asociacién negativa (si valores altos de
una variable tienden a coincidir con valores bajos de la otra).

Fuerza: la fuerza de la relacion entre variables viene determinada por la pro-
ximidad de los puntos del diagrama a alguna forma simple como, por ejemplo,
una recta.

EJERCICIOS DE LA SECCION 2.2

2.8. Inteligencia y calificaciones escolares. Los estudiantes que tienen coeficien-
tes de inteligencia mayores, ;tienden a ser mejores en la escuela? La figura 2.5 es
un diagrama de dispersién correspondiente a las calificaciones medias escolares y
a los coeficientes de inteligencia de 78 estudiantes de primero de bachillerato en
una escuela rural.*

(a) Explica en palabras qué significarfa una asociacién positiva entre el coe-
ficiente de inteligencia y la nota media escolar. El diagrama, ;muestra una asocia-
cién positiva?

(b) ;Cudl es la forma de la relaciéon? ;Es aproximadamente lineal? ;Es una
relacién muy fuerte? Justifica tus respuestas.

“4Datos de Darlene Gordon, Purdue University.
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Figura 2.5. Diagrama de dispersion de las calificaciones me-
dias escolares versus el coeficiente de inteligencia. Para el ejer-
cicio 2.8.

(c) En la parte baja del diagrama aparecen algunos puntos que podriamos
llamar observaciones atipicas. En concreto, un estudiante tiene una nota escolar
muy baja, a pesar de tener un coeficiente de inteligencia medio. ;Cudles son, de
forma aproximada, el coeficiente de inteligencia y la nota media escolar de este
estudiante?

2.9. Calorias y sal en salchichas. Las salchichas con un contenido alto en calorias,
(tienen también un contenido alto en sal? La figura 2.6 es un diagrama de disper-
sién que relaciona las calorias con el contenido en sal (expresado en miligramos
de sodio) de 17 marcas distintas de salchichas elaboradas con carne de ternera.’

(a) Di de manera aproximada cudles son los valores maximo y minimo del
contenido en calorias de las distintas marcas. De forma aproximada, ;cudles son
los contenidos de sal de las marcas con més y con menos calorfas?

SConsumer Reports, junio 1986, pags. 366-367.
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Figura 2.6. Diagrama de dispersién que relaciona las calorias
y el contenido de sal de 17 marcas de salchichas. Para el ejer-
cicio 2.9.

(b) El diagrama de dispersion, jmuestra alguna asociacién positiva o negativa
clara? Explica con palabras el significado de esta asociacién.

(c) (Has identificado alguna observacion atipica? Prescindiendo de las posi-
bles observaciones atipicas, ;existe una relacion lineal entre estas variables? Si
ignoras las observaciones atipicas, ;crees que existe una asociacién fuerte entre
ambas variables?

2.10. Estados ricos y Estados pobres. Una medida de la riqueza de un Estado
es la mediana de ingresos por hogar. Otra medida de riqueza es la media de
ingresos por persona. La figura 2.7 es un diagrama de dispersién que relaciona
estas dos variables en EE UU. Ambas variables se expresan en miles de délares.
Debido a que las dos variables se expresan en las mismas unidades, la separacién
entre unidades es la misma en ambos ejes.’

61997 Statistical Abstract of the United States.
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Figura 2.7. Diagrama de dispersién que relaciona los ingresos
medios por persona con la mediana de ingresos por hogar.
Para el ejercicio 2.10.

(a) En el diagrama de dispersiéon, hemos sefialado el punto correspondien-
te a Nueva York. ;Cuadles son, aproximadamente, los valores de la mediana de
ingresos por hogar y la media de ingresos por persona?

(b) Explica por qué esperamos que haya una asociacién positiva entre estas
variables. Explica también, por qué esperamos que los ingresos por hogar sean
mayores que los ingresos por persona.

(c) Sin embargo, en un determinado Estado, la media de los ingresos por per-
sona puede ser mayor que la mediana de ingresos por hogar. De hecho, el Distri-
to de Columbia tiene una mediana de ingresos por hogar de 30.748 $ y una media
de ingresos por persona de 33.435 $. Explica por qué esto puede ocurrir.

(d) Alaska es el Estado con la mediana de ingresos por hogar mayor. ;Cudl es
aproximadamente su mediana de ingresos por hogar? Podemos considerar Alas-
ka y el Distrito de Columbia observaciones atipicas.

(e) Obviando las observaciones atipicas, describe la forma, la direccion y la
fuerza de la relacion.
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2.11. El vino, ;es bueno para tu corazén? Existe alguna evidencia de que tomar
vino con moderacién ayuda a prevenir los ataques al corazén. La tabla 2.4 propor-
ciona datos sobre el consumo de vino (en litros de alcohol, procedente del vino,
por cada 100.000 personas) y sobre las muertes anuales por ataques al corazén
(muertos por cada 100.000 personas) en 19 paises desarrollados.”

Tabla 2.4. Consumo de vino y enfermedades del corazén.

Tasa de muertes Tasa de muertes
Consumo por ataques al Consumo por ataques al

Pais de alcohol* coraz6n™* Pais de alcohol corazén
Alemania 2,7 172 Holanda 1,8 167
Australia 2,5 211 Irlanda 0,7 300
Austria 3,9 167 Islandia 0,8 211
Bélgica/Lux. 2,9 131 Italia 7,9 107
Canada 2,4 191 Noruega 0,8 227
Dinamarca 2,9 220 N. Zelanda 1,9 266
Espafia 6,5 86 Reino Unido 1,3 285

EE UU 1,2 199 Suecia 1,6 207
Finlandia 0,8 297 Suiza 5,8 115
Francia 9,1 71

* Procedente del vino. ** Por 100.000 personas

(a) Dibuja un diagrama de dispersiéon que muestre cémo el consumo nacional
de vino ayuda a explicar las muertes por ataques al corazén.

(b) Describe la forma de la relacién. ;Existe una relacién lineal? ;Es una rela-
cién fuerte?

(c) La direccion de la asociacion, jes positiva o negativa? Explica de forma lla-
na qué dice la relacién sobre el consumo de vino y los ataques al corazén. Estos
datos, ;proporcionan una clara evidencia de que tomar vino causa una reduccién
de las muertes por ataques al corazén? ;Por qué?

2.12. El profesor Moore y la natacién. El profesor Moore nada 1.800 metros de
forma regular. Un intento inttil de contrarrestar el paso de los afios. He aqui los
tiempos (en minutos) y su ritmo cardiaco después de nadar (en pulsaciones por
minuto) en 23 sesiones de natacion.

7M. H. Criqui, University of California, San Diego. Apareci6 en el New York Times, el 28 de diciem-
bre de 1994.
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Minutos 34,12 3572 3472 34,05 34,13 3572 36,17 3557
Pulsaciones | 152 124 140 152 146 128 136 144
Minutos 3537 3557 3543 36,05 34,85 34,70 3475 33,93
Pulsaciones | 148 144 136 124 148 144 140 156
Minutos 34,60 34,00 3435 3562 3568 3528 3597
Pulsaciones | 136 148 148 132 124 132 139

(a) Dibuja un diagrama de dispersién. (;Cual es la variable explicativa?)

(b) La asociacién entre estas variables, ;es positiva o negativa? Explica por
qué crees que la relacion va en este sentido.

(c) Describe la forma y la fuerza de la relacién.

2.13. ;Qué densidad de siembra es excesiva? ;Cudl debe ser la densidad de
siembra del maiz para que un agricultor obtenga el maximo rendimiento? Si
se siembran pocas plantas, el suelo estard poco aprovechado y el rendimiento sera
bajo. Si se siembra muy denso, las plantas competiran por el agua y los nutrientes
del suelo, por lo que el rendimiento tampoco sera el deseado. Para determinar la
densidad de siembra 6ptima, se hace un experimento que consiste en sembrar
plantas de maiz a distintas densidades de siembra en parcelas de fertilidad simi-
lar. Los rendimientos obtenidos son los siguientes:®

Densidad de siembra Rendimiento
(plantas por hectarea) | (toneladas por hectarea)
30.000 10,1 7,6 7,9 9,6
40.000 11,2 81 9,1 10,1
50.000 11,1 8,7 9,4 10,1
60.000 9,1 9,3 105
70.000 8,0 10,1

(a) ;Cudl es la variable explicativa: el rendimiento o la densidad de siembra?

(b) Dibuja un diagrama de dispersién con los datos del rendimiento y de la
densidad de siembra.

(c) Describe el aspecto general de la relacién. ¢Es una relacién lineal? ; Existe
una asociacién positiva, negativa o ninguna de las dos?

(d) Calcula los rendimientos medios de cada una de las densidades de siem-
bra. Dibuja un diagrama de dispersion que relacione estas medias con la densidad
de siembra. Une las medias con segmentos para facilitar la interpretacién del

8W. L. Colville y D. P. McGill, “Effect of rate and method of planting on several plant characters
and yield of irrigated corn”, Agronomy Journal, 54, 1962, pags. 235-238.



Andlisis de relaciones (c.2) / 119

diagrama. ;Qué densidad de siembra recomendarias a un agricultor que quisiera
sembrar maiz en un campo de fertilidad similar a la del experimento?

2.14. Salario de profesores. La tabla 2.1 muestra datos sobre la educacién en
EE UU. Es posible que los Estados con un nivel educativo menor paguen menos
a sus profesores. Esto se podria explicar por el hecho de que son més pobres.

(a) Dibuja un diagrama de dispersion que relacione la media de los salarios
de los profesores y el porcentaje de residentes que no tienen una carrera univer-
sitaria. Considera esta tltima variable como explicativa.

(b) El diagrama muestra una asociacién negativa débil entre las dos variables.
(Por qué decimos que la relacién es negativa? ;Por qué decimos que es débil?

(c) En la parte superior izquierda de tu diagrama hay una observacién atipica.
(A qué Estado corresponde?

(d) Existe un grupo bastante claro formado por nueve Estados en la parte in-
ferior derecha del diagrama. Estos Estados tienen muchos residentes que no se
graduaron en una escuela secundaria y ademads los salarios de los profesores son
bajos. ;Qué Estados son? ;Se sittian en alguna parte concreta del pais?

2.15. Transformacion de datos. Al analizar datos, a veces conviene hacer una
transformacién de datos que simplifique el aspecto general de la relaciéon. A con-
tinuacién se presenta un ejemplo de cémo transformando la variable respuesta
se puede simplificar el aspecto del diagrama de dispersién. La poblacién europea
entre los afnos 1750 y 1950 creci6 de la siguiente manera:

Aio 1750 1800 1850 1900 1950
Poblacién (millones) | 125 187 274 423 594

(a) Dibuja el diagrama de dispersion correspondiente a estos datos. Describe
brevemente el tipo de crecimiento en el periodo sefialado.

(b) Calcula los logaritmos de la poblacién de cada uno de los afios (puedes
utilizar tu calculadora). Dibuja un nuevo diagrama de dispersién con la variable
poblacién transformada. ;Qué tipo de crecimiento observas ahora?

2.16. Variable categérica explicativa. Un diagrama de dispersion muestra la rela-
cién entre dos variables cuantitativas. Vamos a ver un grafico similar en el que la
variable explicativa serd una variable categorica en vez de una cuantitativa.

La presencia de plagas (insectos nocivos) en los cultivos se puede determinar
con la ayuda de trampas. Una de ellas consiste en una lamina de pléstico de dis-
tintos colores que contiene en su superficie un material pegajoso. ;Qué colores

Transfor-
macion de
datos
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atraen mads a los insectos? Para responder a esta pregunta un grupo de investiga-
dores llevé a cabo un experimento que consistié en situar en un campo de avena
24 trampas de las cuales habia 6 de color amarillo, 6 blancas, 6 verdes y 6 azules.’

Color de la trampa Insectos capturados

Amarillo 45 59 48 46 38 47
Blanco 21 12 14 17 13 17
Verde 37 32 15 25 39 41
Azul 16 11 20 21 14 7

(a) Dibuja un grafico que relacione los recuentos de insectos capturados con
el color de la trampa (sittia el color de las trampas a distancias iguales en el eje
de las abscisas). Calcula las medias de insectos atrapados en cada tipo de trampa,
anddelas al grafico y dnelas con segmentos.

(b) ;Qué conclusién puedes obtener de este grafico sobre la atraccién de estos
colores sobre los insectos?

(c) ;Tiene sentido hablar de una asociacién positiva o negativa entre el color
de la trampa y el nimero de insectos capturados?

2.3 Correlaciéon

Un diagrama de dispersién muestra la forma, la direccién y la fuerza de la rela-
cién entre dos variables cuantitativas. Las relaciones lineales son especialmente
importantes, ya que una recta es una figura sencilla bastante comtin. Decimos que
una relacion lineal es fuerte si los puntos del diagrama de dispersion se sittian cer-
ca de la recta, y débil si los puntos se hallan muy esparcidos respecto de la recta.
De todas maneras, a simple vista, es dificil determinar la fuerza de una relacién
lineal. Los dos diagramas de dispersion de la figura 2.8 representan exactamente
los mismos datos, con la tinica diferencia de la escala de los ejes. El diagrama de
dispersion inferior da la impresion de que la asociacién entre las dos variables es
mas fuerte. Es facil engafiar a la vista cambiando la escala.'’ Por ello, necesitamos
seguir nuestra estrategia para el analisis de datos y utilizar una medida numérica
que complemente el gréafico. La correlacién es la medida que necesitamos.

9 Adaptado de M. C. Wilson y R. E. Shade, “Relative attractiveness of various luminescent colors
to the cereal leaf beetle and the meadow spittlebug”, Journal of Economic Entomology, 60, 1967, pags.
578-580.

10W. S. Cleveland, P. Diaconis y R. McGill, “Variables on scatterplots look more highly correlated
when the scales are increased”, Science, 216, 1982, pags. 1138-1141.
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Figura 2.8. Dos diagramas de dispersion con los mismos da-

tos. Debido a las diferentes escalas utilizadas, la fuerza de la
relacién lineal parece mayor en el grafico inferior.
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2.3.1 Correlacién r

CORRELACION

La correlaciéon mide la fuerza y la direccion de la relacién lineal entre dos
variables cuantitativas. La correlacién se simboliza con la letra r.

Supén que tenemos datos de dos variables x e y para n individuos. Los
valores para el primer individuo son x; e y,, para el segundo son x, e v,

etc. Las medias y las desviaciones tipicas de las dos variables son ¥ y s,
para los valores de x, e 7 y s, para los valores de y. La correlacién r entre

xeyes
B 1 x,'—f y,—y
r_”_lz( Sx )( Sy >

Como siempre, ) (la letra sigma maytscula del alfabeto griego) indica “su-

ma estos términos para todos los individuos”. La férmula de la correlacion 7 es
algo complicada. Nos ayuda a entender qué es la correlacién pero, en la practica,
conviene utilizar un programa estadistico o una calculadora para hallar r a partir
de los valores de las dos variables x e y. Con el objetivo de consolidar tu com-
prension del significado de la correlacion, en el ejercicio 2.17 tienes que calcular
la correlacién paso a paso a partir de la definicion.

La férmula de r empieza estandarizando las observaciones. Supén, por ejem-
plo, que x es la altura en centimetros e y el peso en kilogramos y que tenemos las
alturas y los pesos de n personas. Por tanto, X y s, son la media y la desviacién
tipica de las n alturas, ambas expresadas en centimetros. El valor

X — X
Sy

es la altura estandarizada de la i-ésima persona, tal como vimos en el capitulo 1.
La altura estandarizada nos indica a cuantas desviaciones tipicas se halla la altu-
ra de un individuo con respecto a la media. Los valores estandarizados no tienen
unidades de medida —en este ejemplo, las alturas estandarizadas ya no se ex-
presan en centimetros—. Estandariza también los pesos. La correlacién r es como
una media de los productos de las alturas estandarizadas y de los pesos estanda-
rizados para las n personas.
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2.17. Clasificacion de fésiles. El Archaeopteryx es una especie extinguida que te-
nia plumas como un péjaro, pero que también tenia dientes y cola como un reptil.
Sélo se conocen seis fosiles de estas caracteristicas. Como estos especimenes di-
fieren mucho en su tamafio, algunos cientificos creen que pertenecen a especies
distintas. Vamos a examinar algunos datos. Si los fésiles pertenecen a la misma
especie y son de tamafios distintos porque unos son més jévenes que otros, tie-
ne que haber una relacién lineal positiva entre las longitudes de algunos de los
huesos en todos los individuos. Una observacion atipica en esta relacién sugeriria
una especie distinta. He aqui los datos de las longitudes en centimetros del fémur
y del humero de cinco fésiles que conservan ambos huesos."

Fémur 38 56 59 64 74
Htmero | 41 63 70 72 84

(a) Dibuja un diagrama de dispersion. ;Crees que los 5 fosiles pertenecen a la
misma especie?

(b) Halla la correlacién r, paso a paso. Es decir, halla la media y la desviacién
tipica de las longitudes de los fémures y de los htimeros. (Utiliza tu calculadora
para calcular las medias y las desviaciones tipicas.) Halla los valores estandariza-
dos de cada valor. Calcula r a partir de su férmula.

(c) Ahora entra los datos en tu calculadora y utiliza la funcién que permite
calcular directamente r. Comprueba que obtienes el mismo valor que en (b).

2.3.2 Caracteristicas de la correlacion

La férmula de la correlacién ayuda a ver que r es positivo cuando existe una aso-
ciacién positiva entre las variables. Por ejemplo, el peso y la altura estan asociados
positivamente. La gente que tiene una altura superior a la media tiende también
a tener un peso superior a la media. Para esta gente los valores estandarizados
de altura y peso son positivos. La gente que tiene una altura inferior a la media

M. A. Houck et al. “Allometric scaling in the earliest fossil bird, Archaeopteryx lithographica”,
Science, 247, 1900, pags. 195-198. Los autores llegan a la conclusién de que todos los especimenes
corresponden a la misma especie.
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también tiende a tener un peso inferior a la media. Los dos valores estandarizados
son negativos. En ambos casos los productos de la férmula de r son en su mayor
parte positivos y, por tanto, también lo es r. De la misma manera, podemos ver
que r es negativa cuando la asociacién entre x e y es negativa. Un estudio mas
detallado de la férmula proporciona mas propiedades de r. A continuacién tie-
nes las siete ideas que necesitas conocer para poder interpretar correctamente la
correlacién.

1. La correlacion no hace ninguna distincién entre variables explicativas y
variables respuesta. Da lo mismo llamar x o i a una variable o a otra.

2. La correlaciéon exige que las dos variables sean cuantitativas para que ten-
ga sentido hacer los célculos de la férmula de 7. No podemos calcular la
correlaciéon entre los ingresos de un grupo de personas y la ciudad en
la que viven, ya que la ciudad es una variable categoérica.

3. Como r utiliza los valores estandarizados de las observaciones, no varia
cuando cambiamos las unidades de medida de x, de y o de ambas. Si en
vez de medir la altura en centimetros lo hubiéramos hecho en pulgadas, o
si en lugar de medir el peso en kilogramos lo hubiéramos hecho en libras,
el valor de r serfa el mismo. La correlacién no tiene unidad de medida. Es
s6lo un ntmero.

4. Una r positiva indica una asociaciéon positiva entre las variables. Una
r negativa indica una asociacion negativa.

5. La correlacién r siempre toma valores entre —1 y 1. Valores de r cercanos
a 0 indican una relacién lineal muy débil. La fuerza de la relacién lineal
aumenta a medida que r se aleja de 0 y se acerca a 1 o a —1. Los valores
de r cercanos a —1 o a 1 indican que los puntos se hallan cercanos a una
recta. Los valores extremos ¥ = —1 o r = 1 sélo se dan cuando existe
una relacién lineal perfecta y los puntos del diagrama de dispersién estan
exactamente sobre una recta.

6. La correlacion s6lo mide la fuerza de una relacién lineal entre dos varia-
bles. La correlacién no describe las relaciones curvilineas entre variables
aunque sean muy fuertes.

7. Aligual que ocurre con la media y la desviacion tipica, la correlacion se ve
fuertemente afectada por unas pocas observaciones atipicas. La correla-
cién de la figura 2.7 es r = 0,634 cuando se incluyen todas las observacio-
nes, de todas formas aumenta hasta » = 0,783 cuando obviamos Alaska
y el Distrito de Columbia. Cuando detectes la presencia de observaciones
atipicas en el diagrama de dispersion, utiliza 7 con precaucion.
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Los diagramas de dispersién de la figura 2.9 ilustran cémo los valores de
r cercanos a 1 o a —1 corresponden a relaciones lineales fuertes. Para dejar mas
claro el significado de 7, las desviaciones tipicas de ambas variables en estos dia-
gramas son iguales, y también son iguales las escalas en los ejes de las abscisas y
de las ordenadas. No es facil, en general, estimar el valor de r a partir de la ob-
servacion del diagrama de dispersion. Recuerda que un cambio de escala puede
engafiar tu vista, pero no modifica la correlacion.

. ° L] ° o
[ ] .:.. ‘ .... : ‘ [ ] ) ... d: ... h ‘
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Correlacionr = 0 Correlacion r = —0,3
o o o 8

0.. :’. ? g ..:0 ° °
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Correlacion r = 0,9 Correlacion r = —0,99

Figura 2.9. El coeficiente de correlacién mide la fuerza de la asociacién
lineal. Cuando los puntos estdin muy cerca de la recta, los valores de r
estdn mds proximosaloa —1.
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Los datos reales que hemos examinado también ilustran cémo la correlacion
mide la fuerza y la direccién de relaciones lineales. La figura 2.2 muestra una
relacién lineal positiva muy fuerte entre los grados-dia y el consumo de gas. La
correlaciéon es ¥ = 0,9953. Compruébalo con tu calculadora utilizando los da-
tos de la tabla 2.2. La figura 2.1 muestra una asociacion negativa clara, aunque
mas débil, entre el porcentaje de estudiantes que se presentan a la prueba SAT
y la nota media de Matemaéticas en la prueba SAT de cada Estado de EE UU. En
este caso, la correlaciéon es r = —0,8581.

Recuerda que la correlacién no es una descripcion completa de los datos de
dos variables, incluso cuando la relacion entre las variables es lineal. Junto con la
correlacion tienes que dar las medias y las desviaciones tipicas de x e y. (Debido
a que la férmula de la correlacién utiliza las medias y las desviaciones tipicas,
estas medidas son las adecuadas para acompanar la correlacién.) Conclusiones
basadas sélo en las correlaciones puede que tengan que ser revisadas a la luz de
una descripcién mds completa de los datos.

EJEMPLO 2.7. Puntuaciones para submarinistas

La condicién fisica de los submarinistas profesionales se determina mediante
las puntuaciones dadas por un grupo de jueces que utilizan una escala que va
de 0 a 10. Existe alguna controversia sobre la objetividad de este método.

Tenemos las puntuaciones dadas por dos jueces, los sefiores Hernandez y Fer-
nandez, a un grupo numeroso de submarinistas. ;Concuerdan las puntuaciones
de los dos jueces? Calculamos r y vemos que su valor es 0,9. Pero la media de las
puntuaciones del Sr. Herndndez esta 3 puntos por debajo de la media del Sr. Fer-
néandez.

Estos hechos no se contradicen. Simplemente, son dos tipos diferentes de in-
formacién. Las puntuaciones medias muestran que el Sr. Hernandez punttia mas
bajo que el Sr. Ferndndez. De todas formas, como el Sr. Herndndez puntta a to-
dos los submarinistas con 3 puntos menos que el Sr. Ferndndez, la correlacién
permanece alta. Sumar o restar un mismo valor a todos los valores de x o de y no
modifica la correlacién. Aunque las puntuaciones de los jueces Hernandez y Fer-
nandez son distintas, los submarinistas mejor puntuados por el juez Herndndez
son también los mejor puntuados por el juez Ferndndez. La r alta muestra la con-
cordancia. Pero si el Sr. Herndndez punttia a un submarinista y el Sr. Ferndndez
a otro, tenemos que afiadir tres puntos a las puntuaciones del Sr. Herndndez para
que la comparacién sea justa. B
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2.18. Reflexiones sobre la correlacion. La figura 2.5 es un diagrama de disper-
sién que relaciona las notas medias escolares y los coeficientes de inteligencia de
78 estudiantes de primero de bachillerato.

(a) La correlacién r de estos datos, jes proxima a —1, claramente negativa
aunque no préxima a —1, préxima a 0, préxima a 1, claramente positiva pero no
proxima a 17? Justifica tu respuesta.

(b) La figura 2.6, muestra las calorfas y los contenidos de sodio de 17 marcas
de salchichas. En esta ocasion, la correlacién jes mas proxima a 1 que la correla-
cién de la figura 2.5? ;es mas préxima a 0? Justifica tu respuesta.

(c) Tanto la figura 2.5 como la figura 2.6 contienen observaciones atipicas. La
eliminacion de estas observaciones, jaumentard el coeficiente de correlacion de
una figura y lo disminuird en la otra? ;Qué ocurre en cada figura? ;Por qué?

2.19. Si las mujeres siempre se casaran con hombres que fueran 2 afios mayores
que ellas, ;cuél seria la correlacion entre las edades de las esposas y las edades de
sus maridos? (Sugerencia: dibuja un diagrama de dispersién con varias edades.)

2.20. Falta de correlacién, pero asociaciéon fuerte. A medida que aumenta la ve-
locidad, el consumo de un automévil disminuye al principio y luego aumenta.
Supén que esta relacién es muy regular, tal como muestran los siguientes datos
de la velocidad (kilémetros por hora) y el consumo (litros por 100 km).

Velocidad (km/h) 30 45 55 70 85
Consumo (litros/100 km) | 9,8 84 7,8 8,4 9,8

Dibuja un diagrama de dispersién del consumo con relacién a la velocidad.
Muestra que la correlaciéon es r = 0. Explica por qué r es 0, a pesar de que existe
una fuerte relacién entre la velocidad y el consumo.

RESUMEN DE LA SECCION 2.3

La correlacién r mide la fuerza y la direccién de la asociacién lineal entre dos
variables cuantitativas x e y. Aunque puedes calcular r para cualquier diagrama
de dispersion, r sélo mide la relacién lineal.

La correlacién indica la direccion de una relacién lineal con su signo: » > 0
para asociaciones positivas y ¥ < 0 para asociaciones negativas.
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La correlaciéon siempre cumple que —1 < r < 1. Valores de r cercanos a
—1oal indican una fuerte asociacién. Cuando los puntos de un diagrama de
dispersion se sitiian exactamente a lo largo de una recta r = £1.

La correlacién ignora la distincion entre variables explicativas y variables res-
puesta. El valor de 7 no se ve afectado por cambios en las unidades de medida de
cada una de las variables. De todas formas, r se puede ver muy afectada por las
observaciones atfpicas.

EJERCICIOS DE LA SECCION 2.3

2.21. El profesor Moore y la natacion. El ejercicio 2.12 proporciona datos sobre
el tiempo que el profesor Moore, un hombre de mediana edad, tarda en nadar
1.800 metros y su ritmo cardiaco posterior.

(a) Si no lo hiciste en el ejercicio 2.12, calcula el coeficiente de correlacién r.
Explica, después de analizar el diagrama de dispersion, por qué el valor de r es
razonable.

(b) Supén que los tiempos se hubieran medido en segundos. Por ejemplo,
34,12 minutos serfan 2.047 segundos. ;Cambiaria el valor de r?

2.22. Peso corporal y nivel metabélico. La tabla 2.3 proporciona datos sobre el
nivel metabdlico y el peso magro de 12 mujeres y 7 hombres.

(a) Dibuja un diagrama de dispersion si no lo hiciste en el ejercicio 2.7. Utili-
za colores o simbolos distintos para las mujeres y para los hombres. ;Crees que
la correlacién serd aproximadamente igual para los hombres y las mujeres, o bas-
tante distinta para los dos grupos? ;Por qué?

(b) Calcula r para el grupo de las mujeres y también para el grupo de los
hombres. (Utiliza la calculadora.)

(c) Calcula el peso magro medio de las mujeres y de los hombres. El hecho de
que, como media, los hombres sean mds pesados que las mujeres, ;influye en las
correlaciones? Si es asi, ;por qué?

(d) El peso magro se midi6 en kilogramos. ;Cudl seria la correlacién si lo hu-
biéramos medido en libras? (2,2 libras equivalen a 1 kilogramo.)

2.23. ;Cuantas calorias? Una industria agroalimentaria solicita a un grupo de

3.368 personas que estimen el contenido en calorias de algunos alimentos. La
tabla 2.5 muestra las medias de sus estimaciones y el contenido real en calorias."

2De una encuesta de la Wheat Industry Council aparecida el 20 de octubre de 1983 en USA Today.
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Tabla 2.5. Calorias estimadas y reales de 10 alimentos.

Alimento Calorias estimadas Calorias reales
225 g de leche entera 196 159
142 g de espaguetis con salsa de tomate 394 163
142 g de de macarrones con queso 350 269
Una rebanada de pan de trigo 117 61
Una rebanada de pan blanco 136 76
57 g de caramelos 364 260
Una galleta salada 74 12
Una manzana de tamano medio 107 80
Una patata de tamafio medio 160 88
Una porcién de pastel de crema 419 160

(a) Creemos que el contenido real en calorias de los alimentos, puede ayudar a
explicar las estimaciones de la gente. Teniendo esto presente, dibuja un diagrama
de dispersién con estos datos.

(b) Calcula la correlacién  (utiliza tu calculadora). Explica, basandote en el
diagrama de dispersion, por qué r es razonable.

(c) Las estimaciones son todas mayores que los valores reales. Este hecho, ;in-
fluye de alguna manera en la correlaciéon? ;Cémo cambiaria r si todos los valores
estimados fuesen 100 calorias mas altos?

(d) Las estimaciones son demasiado altas para los espaguetis y los pasteles.
Sefala estos puntos en el diagrama de dispersién. Calcula r para los ocho alimen-
tos restantes. Explica por qué r cambia en el sentido en que lo hace.

2.24. Peso del cerebro y coeficiente de inteligencia. La gente que tiene un cerebro
mayor, ; tiene también un coeficiente de inteligencia mayor? Un estudio realizado
con 40 sujetos voluntarios, 20 hombres y 20 mujeres, proporciona una explicacion.
El peso del cerebro se determiné mediante una imagen obtenida por resonancia
magnética (IRM). (En la tabla 2.6 aparecen estos datos. IRM es el recuento de
“pixels” que el cerebro genera en la imagen. El coeficiente de inteligencia (CI) se
midi6é mediante la prueba Wechsler.")

(a) Haz un diagrama de dispersioén para mostrar la relacién entre el coeficien-
te de inteligencia y el recuento de IRM. Utiliza simbolos distintos para hombres
y mujeres. Ademas, halla la correlacién entre ambas variables para los 40 sujetos,
para los hombres y para las mujeres.

131, Willerman, R. Schultz, J. N. Rutledge y E. Bigler, “In vivo brain size and intelligence”, Intelli-
gence, 15,1991, pags. 223-228.
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Tabla 2.6. Tamaiio del cerebro y coeficiente de inteligencia.

Hombres Mujeres

IRM CI IRM CI IRM CI IRM CI
1.001.121 140 1.038.437 139 816.932 133 951.545 137
965.353 133 904.858 89 928.799 99 991.305 138
955.466 133 1.079.549 141 854.258 92 833.868 132
924.059 135 945.088 100 856.472 140 878.897 96
889.083 80 892.420 83 865.363 83 852.244 132
905.940 97 955.003 139 808.020 101 790.619 135
935.494 141 1.062.462 103 831.772 91 798.612 85
949.589 144 997.925 103 793.549 77 866.662 130
879.987 90 949.395 140 857.782 133 834.344 83
930.016 81 935.863 89 948.066 133 893.983 88

(b) En general, los hombres son mds corpulentos que los mujeres, por tanto
sus cerebros suelen ser mds grandes. ;Cémo se muestra este efecto en tu dia-
grama? Halla la media del recuento de IRM para hombres y para mujeres para
comprobar si existe diferencia.

(c) Tus resultados en (b) sugieren que para analizar la relacién entre el coefi-
ciente de inteligencia y el peso del cerebro, es mejor separar a hombres y mujeres.
Utiliza tus resultados en (a) para comentar la naturaleza y la fuerza de esta rela-
ciéon para hombres y mujeres de forma separada.

2.25. Un cambio en las unidades de medida puede alterar drasticamente el aspec-
to de un diagrama de dispersién. Considera los siguientes datos:

x | -4 -4 3 3 4 4
y 05 -0,6 -05 0,55 05 -0,6

(a) Dibuja un diagrama de dispersién con los datos anteriores en el que la
escala de las ordenadas y la de las abscisas vayan de —6 a 6.

X
10
e y* = 10y. Dibuja y* en relacién con x* en el mismo diagrama de dispersién

(b) Calcula, a partir de x e y, los valores de las nuevas variables: x* =

utilizando otros simbolos. El aspecto de los dos diagramas es muy diferente.

(c) Utiliza una calculadora para hallar la correlacién entre x e y. Luego, halla
la correlacién entre x* e y*. ;Cudl es la relacién entre las dos correlaciones? Expli-
ca por qué este resultado no es sorprendente.

2.26. Docencia e investigacién. Un periédico universitario entrevista a un psi-
cologo a propdsito de las evaluaciones que hacen los estudiantes de sus profe-
sores. El psicélogo afirma: “La evidencia demuestra que la correlacion entre la
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capacidad investigadora de los profesores y la evaluacién docente que hacen los
estudiantes es proxima a cero”. El titular del periédico dice: “El profesor Cruz
dice que los buenos investigadores tienden a ser malos profesores y viceversa”.
Explica por qué el titular del periédico no refleja el sentido de las palabras del pro-
fesor Cruz. Escribe en un lenguaje sencillo (no utilices la palabra “correlacién”)
lo que queria decir el profesor Cruz.

2.27. Diversificacién de inversiones. Un articulo en una revista de una asociacién
dice: “Una cartera bien diversificada incluye asientos con correlaciones bajas”.
El articulo incluye una tabla de correlaciones entre los rendimientos de varios
tipos de inversiones. Por ejemplo, la correlacién entre unos bonos municipales y
acciones de grandes empresas es 0,50 y la correlacién entre los bonos municipales
y acciones de pequefias empresas es 0,21."

(a) Maria invierte mucho en bonos municipales y quiere diversificar sus in-
versiones anadiendo unas acciones que tengan unos rendimientos que no sigan
la misma tendencia que los rendimientos de sus bonos. Para conseguir su prop6-
sito, ;qué tipo de acciones debe escoger Maria, las acciones de grandes empresas
o0 acciones de pequefias empresas? Justifica tu respuesta.

(b) Si Marfa quiere una inversién que tienda a aumentar cuando los rendi-
mientos de sus bonos tiendan a disminuir, ;qué tipo de correlacién debe buscar?

2.28. Velocidad y consumo de gasolina. Los datos del ejercicio 2.20 se presenta-
ron para mostrar un ejemplo de una relacién curvilinea fuerte para la cual, sin
embargo, r = 0. El ejercicio 2.6 proporciona datos sobre el consumo del Ford
Escort con relacién a la velocidad. Dibuja un diagrama de dispersioén si no lo hi-
ciste en el ejercicio 2.6. Calcula la correlacién y explica por qué r esta cerca de 0 a
pesar de la fuerte relacién entre la velocidad y el consumo.

2.29. ;Dénde esta el error? Cada una de las siguiente afirmaciones contiene un
error. Explica en cada caso dénde estd la incorreccion.

(a) “Hay una correlacién alta entre el sexo de los trabajadores y sus ingresos.”

(b) “Hallamos una correlacién alta (r = 1,09) entre las evaluaciones de los
profesores hechas por los estudiantes y las hechas por otros profesores.”

(c) “La correlacion hallada entre la densidad de siembra y el rendimiento del
maiz fue de r = 0,23 hectolitros.”

14T, Rowe Price Report, invierno 1997, pag. 4.
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2.4 Regresién minimo-cuadratica

La correlacién mide la fuerza y la direccién de la relacién lineal entre dos va-
riables cuantitativas. Si un diagrama de dispersiéon muestra una relacién lineal,
nos gustarfa resumirla dibujando una recta a través de la nube de puntos. La
regresiéon minimo-cuadrética es un método para hallar una recta que resuma la re-
lacién entre dos variables, aunque sélo en una situacién muy concreta: una de las
variables ayuda a explicar o a predecir la otra. Es decir, la regresién describe una
relacién entre una variable explicativa y una variable respuesta.

RECTA DE REGRESION

La recta de regresion es una recta que describe como cambia una variable
respuesta y a medida que cambia una variable explicativa x.

A menudo, utilizamos una recta de regresion para predecir el valor de y
a partir de un valor dado de x.

EJEMPLO 2.8. Prediccion del consumo de gas

El diagrama de dispersion de la figura 2.10 muestra que existe una fuerte rela-
cién lineal entre la temperatura exterior media de un mes (medida en grados-dia
de calefaccién diarios) y el consumo medio diario de gas de ese mes en casa de
los Sanchez. La correlacién es r = 0,9953, cerca de r = 1 que corresponde a los
puntos situados sobre la recta. La recta de regresién trazada a través de los pun-
tos de la figura 2.10 describe los datos muy bien.

La familia Sdnchez quiere utilizar dicha relacién para predecir su consumo
de gas. “Si un mes tiene una media diaria de 10 grados-dia, jcudnto gas utiliza-
remos?”

Para predecir el consumo de gas de los dias de un mes con una media de
10 grados-dia, en primer lugar localiza el valor 10 en el eje de las abscisas. Luego,
ves “hacia arriba y hacia la izquierda”, como en la figura, para hallar el consumo
de gas y que corresponde a x = 10. Predecimos que los Sanchez consumirdn
aproximadamente 12,5 metros ctibicos de gas cada dia de ese mes. B
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Promedio del consumo diario de gas (m3)

0 5 10 15 20 25 30

Promedio de grados-dia por dia

Figura 2.10. Datos del consumo de gas de la familia Sinchez, con una recta
de regresion para predecir el consumo de gas a partir de los grados-dia.
Las lineas discontinuas muestran cémo predecir el consumo de gas en un
mes con una media diaria de 10 grados-dia.

2.4.1 Recta de regresién minimo-cuadratica

Diferentes personas dibujarfan, a simple vista, diferentes rectas en un diagrama
de dispersién. Esto es especialmente cierto cuando los puntos estan mads disper-
sos que los de la figura 2.10. Necesitamos una manera de dibujar la recta de re-
gresiéon que no dependa de nuestra intuicién de por dénde tendria que pasar
dicha recta. Utilizaremos la recta para predecir y a partir de x; en consecuencia,
los errores de prediccion estardn en y, el eje de las ordenadas del diagrama de
dispersion. Si predecimos un consumo de 12,5 m® para un mes con 10 grados-dia
y el consumo real resulta ser de 13,45 m?, nuestro error es

error = valor observado — valor predicho
= 13,45-125=0,95
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Figura 2.11. La idea de los minimos cuadrados. Para cada obser-
vacion, halla la distancia vertical de cada punto del diagrama de
dispersion a la recta. La regresiéon minimo-cuadratica hace que la
suma de los cuadrados de estas distancias sea lo mas pequefia
posible.

Ninguna recta podrd pasar exactamente por todos los puntos del diagrama de
dispersién. Queremos que las distancias verticales de los puntos a la recta sean
lo mds pequefias posible. La figura 2.11 ilustra esta idea. El diagrama muestra
s6lo 3 puntos de la figura 2.10 conjuntamente con la recta y en una escala amplia-
da. La recta pasa por encima de dos de los puntos y por debajo de uno de ellos.
Las distancias verticales de los puntos a la recta de regresion se han sefialado con
lineas discontinuas. Existen muchos procedimientos para conseguir que las dis-
tancias verticales “sean lo mds pequefias posible”. El mds comtn es el método de
minimos cuadrados.
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RECTA DE REGRESION MINIMO-CUADRATICA

La recta de regresién minimo-cuadrética de y con relacién a x es la recta
que hace que la suma de los cuadrados de las distancias verticales de los
puntos observados a la recta sea lo mds pequefia posible.

Una de las razones de la popularidad de la recta de regresion minimo-cuadra-
tica es que el procedimiento para encontrar dicha recta es sencillo: se calcula a
partir de las medias, las desviaciones tipicas de las dos variables y su correlacion.

ECUACION DE LA RECTA DE REGRESION
MINIMO-CUADRATICA

Tenemos datos de la variable explicativa x y de la variable respuesta y
para n individuos. A partir de los datos, calcula x e 7, las desviaciones
tipicas s, y s, de las dos variables y su correlacion. La recta de regresién
minimo-cuadrética es

J=a+bx
con pendiente
b=
Sx
y ordenada en el origen
a=p—Dbx

Escribimos  en la ecuacién de la recta de regresién para subrayar que la
recta predice una respuesta i para cada x. Debido a la dispersién de los puntos a
lo largo de la recta, la respuesta predicha no coincidird, por regla general, con
la respuesta realmente observada y. En la préctica, no necesitas calcular primero las
medias, las desviaciones tipicas y la correlacién. Cualquier programa estadistico,
o tu calculadora, te dara la pendiente b y la ordenada en el origen a de la recta
de regresion minimo-cuadrética a partir de los valores de las variables x e y. Por
tanto, puedes concentrarte en comprender y utilizar la recta de regresion.
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EJEMPLO 2.9. Utilizacion de la recta de regresion

La recta de la figura 2.10 es de hecho la recta de regresién minimo-cuadrdética del
consumo de gas con relacién a los grados-dia. Introduce los datos de la tabla 2.2
en tu calculadora y comprueba que la recta de regresion es

7 = 3,0949 + 0,94996x

La pendiente de una recta de regresiéon es importante para interpretar los
datos. Esta pendiente es la tasa de cambio, la cantidad en que varfa § cuando x
aumenta en una unidad. La pendiente b = 0,94996 de este ejemplo dice que,
como media, cada grado-dia adicional predice un aumento diario del consumo
de 0,94996 m® de gas.

La ordenada en el origen de la recta de regresiéon es el valor de § cuando
x = 0. Aunque necesitamos el valor de la ordenada en el origen para dibujar la
recta de regresion, sélo tiene significado estadistico cuando x toma valores cer-
canos a 0. En nuestro ejemplo, x = 0 ocurre cuando la temperatura exterior me-
dia es de al menos 18,5 °C. Predecimos que los Sdnchez utilizaran una media de
a = 3,0949 m® de gas diarios con 0 grados-dia. Utilizan este gas para cocinar y
para calentar el agua, y este consumo se mantiene incluso cuando no hace frio.

La ecuacion de la recta de regresion facilita la prediccién. Tan sélo sustitu-
ye x por un valor concreto en la ecuacién. Para predecir el consumo de gas a
10 grados-dia, sustituye x por 10.

§ = 3,0949 + (0,94996)(10)
= 13,0949 49,4996 = 12,5945

Para trazar la recta en el diagrama de dispersién, utiliza la ecuacién para
hallar § de dos valores de x que se encuentren en los extremos del intervalo de-
terminado por los valores de x de los datos. Sittia cada § sobre su respectiva x y
traza la recta que pase por los dos puntos.

La figura 2.12 muestra los resultados de la regresion de los datos de consumo
de gas obtenidos con una calculadora con funciones estadisticas y con dos pro-
gramas estadisticos. Cada resultado da la pendiente y la ordenada en el origen
de la recta minimo-cuadrética, calculadas con mas decimales de los que necesita-
mos. Los programas también proporcionan informacién que no necesitamos —la
gracia de utilizar programas es saber prescindir de la informacién extra que siem-
pre se proporciona—. En el capitulo 10, utilizaremos la informacién adicional de
estos resultados.
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LinReg

=ax + b
.94996152
3.09485166
2 = .99041538
= .99519615

y
a
b
r
r

(@)

The regression equation is
Consumo-Gas = 3.09 + 0.95 G-dia

Predictor Coef Stdev  t-ratio

Constant  3.0949 0.3906 7.92 0.000
G-dia 0.94996 0.0250 38.04 0.000

$=0.9539 R-sq=99.0% R-sq(adj) = 99.0%

Analysis of Variance

SOURCE DF SS MS

Regression 1 1316.26 1316.26 1446.67 0.000
Error 14 12.74 0.91

Total 15  1329.00

p

F p

(b)

Dependent variable is: Consumo-Gas
No Selector

R squared = 99.0% R squared (adjusted) = 99.0%

s = 0.9539 with 16-2 = 14 degrees of freedom

Source Sum of Squares  df Mean Square F-ratio
Regression  1316.260 1 1316.260 1447
Residual 12.738 14 0.910

Variable  Coefficient s.e of Coeff t-ratio prob
Constant  3.094852 0.3906 7.92 <0.0001
G-dia 0.949962 0.0250 38.04 <0.0001

(©

Figura 2.12. Resultados de la regresién minimo-cuadratica del consumo de gas obte-

nidos con una calculadora y con dos programas estadisticos. (a) Calculadora TI-83.

(b) Minitab. (c) Data Desk.
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.30. El ejemplo 2.9 da la ecuacién de la recta de regresion del consumo de gas y
con relacién a los grados-dia x de los datos de la tabla 2.2 como

7 = 3,0949 + 0,94966x

Entra los datos de la tabla 2.2 en tu calculadora.

(a) Utiliza la funcién de regresion de la calculadora para hallar la ecuaciéon de
la recta de regresion minimo-cuadrética.

(b) Utiliza tu calculadora para hallar la media y la desviacién tipica de x e y,
y su correlacién r. Halla la pendiente b y la ordenada en el origen a de la recta de
regresion a partir de esos valores, utilizando las ecuaciones del recuadro Ecuacién
de la recta de regresion minimo-cuadrdtica. Comprueba que en (a) y en (b) obtienes la
ecuacién del ejemplo 2.9. (Los resultados pueden ser algo distintos debido a los
errores de redondeo.)

2.31. Lluvia 4cida. Unos investigadores determinaron, durante 150 semanas con-
secutivas, la acidez de la lluvia en una zona rural de Colorado, EE UU. La aci-
dez se determina mediante el pH. Valores de pH bajos indican una acidez alta.
Los investigadores observaron una relacion lineal entre el pH y el paso del tiempo
e indicaron que la recta de regresién minimo-cuadrética

pH = 5,43 — (0,0053 x semanas)

se ajustaba bien a los datos."”

(a) Dibuja esta recta. ;La asociacién es positiva o negativa? Explica de una
manera sencilla el significado de esta asociacién.

(b) De acuerdo con la recta de regresion, jcudl era el pH al comienzo del
estudio (semana = 1)? ;Y al final (semana = 150)?

(c) (Cudl es la pendiente de la recta de regresion? Explica claramente qué in-
dica la pendiente respecto del cambio del pH del agua de lluvia en esta zona rural.

2.32. Manatis en peligro. El ejercicio 2.4 proporciona datos sobre el ndmero de
lanchas registradas en Florida y el nimero de manatis muertos por las lanchas
motoras entre 1977 y 1990. La recta de regresion para predecir los manatis muer-
tos a partir del niimero de lanchas motoras registradas es

muertos = —41,4 + (0,125 x lanchas)

I5W. M. Lewis y M. C. Grant, “Acid precipitation in the western United States”, Science, 207, 1980,
pags. 176-177.
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(a) Dibuja un diagrama de dispersién y afiddele la recta de regresién. Predice
el nimero de manatis que matardn las lanchas en un afio en que se registraron
716.000 lanchas.

(b) He aqui nuevos datos sobre los manatis muertos durante cuatro afios mas.

Afo Licencias expedidas (1.000) Manatis muertos
1991 716 53
1992 716 38
1993 716 35
1994 735 49

Anade estos puntos al diagrama de dispersién. Durante estos cuatro afios,
Florida tom¢ fuertes medidas para proteger a los manatis. ;Observas alguna evi-
dencia de que estas medidas tuvieron éxito?

() En el apartado (a) predijiste el nimero de manatis muertos en un afio
con 716.000 lanchas registradas. En realidad, el ntimero de lanchas registradas
se mantuvo en 716.000 durante los siguientes tres afios. Compara las medias de
manatis muertos en estos afios con tu prediccién en (a). ;Qué nivel de exactitud
has alcanzado?

2.4.2 Caracteristicas de la regresién minimo-cuadratica

La regresién minimo-cuadratica tiene en cuenta las distancias de los puntos a la
recta sélo en la direcciéon de y. Por tanto, en una regresion las variables x e y
juegan papeles distintos.

Caracteristica 1. La distincién entre variable explicativa y variable respuesta
es basica en regresion. La regresion minimo-cuadratica considera sélo las dis-
tancias verticales de los puntos a la recta. Si cambiamos los papeles de las dos
variables, obtenemos una recta de regresién-minimo cuadratica distinta.

EJEMPLO 2.10. El universo se expande

La figura 2.13 es un diagrama de dispersién dibujado con los datos que sirvieron
de base para descubrir que el Universo se estd expandiendo. Son las distancias
a la Tierra de 24 galaxias y las velocidades con que éstas se alejan de nosotros,
proporcionadas por el astronomo Edwin Hubble en 1929." Existe una relacion

16E. P. Hubble, “A relation between distance and radial velocity among extra-galactic nebulae”,
Proceedings of the National Academy of Sciences, 15,1929, pags. 168-173.
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Figura 2.13. Diagrama de dispersién de los datos de
Hubble sobre la distancia a la Tierra de 24 galaxias
y la velocidad con la que éstas se alejan de nosotros.
Las dos rectas son de regresién minimo-cuadratica: la
de la velocidad con relacién a la distancia (linea con-
tinua) y la de la distancia con relacién a la velocidad
(linea discontinua).

lineal positiva, r = 0,7842, de manera que las galaxias que se hallan mas lejos
se alejan mas rapidamente. De hecho, los astrénomos creen que la relacién es
perfectamente lineal y que la dispersién se debe a errores de medicion.

Las dos rectas del dibujo son rectas de regresién minimo-cuadratica. La rec-
ta de trazado continuo es la regresion de la velocidad con relacién a la distancia,
mientras que la de trazado discontinuo es la regresién de la distancia con relacién
ala velocidad. La regresion de la velocidad con relacién a la distancia y la regresion de la
distancia con relacién a la velocidad dan rectas distintas. Al determinar la recta de re-
gresion, debes saber cudl es la variable explicativa. Bl

Caracteristica 2. Existe una estrecha conexién entre la correlacién y la regre-
sién. La pendiente de la recta de regresion minimo-cuadratica es

b=rZ
S
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Esta ecuacién indica que, a lo largo de la recta de regresién, a un cambio de
una desviacion tipica de x le corresponde un cambio de r desviaciones tipicas
de y. Cuando las variables estdn perfectamente correlacionadas (r =1 or = —1),
el cambio en la respuesta predicha 7 es igual al cambio de x (expresado en desvia-
ciones tipicas). En los restantes casos, como —1 < r < 1, el cambio de f es menor
que el cambio de x. A medida que la correlaciéon es menos fuerte, la prediccion i
se mueve menos en respuesta a los cambios de x.

Carecteristica 3. La recta de regresién minimo-cuadratica siempre pasa por
el punto (%, ) del diagrama de dispersién de y con relacién a x. Por tanto, la recta
de regresion minimo-cuadrética de y con relacién a x es la recta de pendiente ”%
que pasa a través del punto (¥, 7). Podemos describir completamente la regresién
conx, s, s, yr.

Caracteristica 4. La correlacion r describe la fuerza de la relacién lineal. En es-
te contexto se expresa de la siguiente manera: el cuadrado de la correlacién, 7,
es la fraccién de la variacién de las iy que explica la recta de regresién minimo-
cuadrdtica de y con relacién a x.

La idea de la regresion es la siguiente: cuando existe una relacion lineal, par-
te de la variacion de y se explica por el hecho de que cuando x cambia, arrastra
consigo a y. Mira otra vez la figura 2.10. Hay mucha variacién en los valores ob-
servados de y, los datos de consumo de gas. Los valores de i toman valores que
van de 3 a 31. El diagrama de dispersion muestra que la mayor parte de la va-
riacién de y se explica por la variaciéon de la temperatura exterior (medida en
grados-dia x) que arrastra consigo el consumo de gas. Sélo existe una peque-
fia variacién residual de y que aparece en la dispersién de los puntos a lo largo
de la recta. Por otro lado, los puntos de la figura 2.13 estan mucho més dispersos.
La dependencia lineal de la velocidad con relacién a la distancia explica sélo una
parte de la variacién observada en la velocidad. Podrias adivinar, por ejemplo,
que cuando x = 2 el valor de y serd mayor que cuando x = 0. De todas formas,
existe todavia una variacién considerable de y cuando x se mantiene fija —mira
los cuatro puntos de la figura 2.13 cuando x = 2—. Esta idea se puede expresar
algebraicamente, aunque no lo haremos. Es posible dividir la variacién total de
los valores observados de y en dos partes. Una de ellas es la variacién que espe-
ramos obtener de 7 a medida que x se mueve a lo largo de la recta de regresion.
La otra mide la variaciéon de los datos con relacién a la recta. El cuadrado de la
correlacion 1 es el primero de estos dos componentes expresado como fraccion
de la variacion total.

) variacién de § junto con x

~ variaci6n total de las i observadas




142 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

EJEMPLO 2.11. Utilizacién de r?

En la figura 2.10, r = 0,9953 y r* = 0,9906. Més del 99% de la variacion del con-
sumo de gas se explica por la relacién lineal con los grados-dia. En la figura 2.13,
r =0,7842 y r* = 0,6150. La relacion lineal entre la distancia y la velocidad expli-
ca el 61,5% de la variacion de las dos variables. Hay dos rectas de regresion, pero
existe s6lo una correlacion y r* ayuda a interpretar ambas regresiones. H

Cuando presentes los resultados de una regresion, da el valor de r* como una
medida de lo buena que es la respuesta que proporciona la regresién. Todos los re-
sultados de programas estadisticos de la figura 2.12 incluyen r?, en tanto por uno
o en tanto por ciento. Cuando tengas una correlacién, elévala al cuadrado para
tener una idea mads precisa de la fuerza de la asociacién. Una correlacién perfecta
(r = —1 or = 1) significa que los puntos se hallan perfectamente alineados a lo
largo de una recta. En este caso r* = 1, es decir, toda la variaciéon de una variable
se explica por la relacion lineal con la otra variable. Sir = —0,7 o r = 0,7, entonces
r* = 0,49. Es decir, aproximadamente la mitad de la variacion se explica con la
relaciéon lineal. En la escala de la 7%, una correlacién de » = +0,7 se halla a medio
camino entre 0 y £1.

Las caracteristicas anteriores son propiedades especiales de la regresion mini-
mo-cuadrética. No son ciertas para otros métodos de ajuste de una recta a unos
datos. Otra razén por la cual el método de los minimos cuadrados es el més co-
mun para ajustar una recta de regresién a unos datos es que tiene muchas pro-
piedades interesantes.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.33. El profesor Moore y la natacién. He aqui los tiempos (en minutos) que tarda
el profesor Moore en nadar 1.800 metros y su ritmo cardiaco después de bracear
(en pulsaciones por minuto) en 23 sesiones de natacion.

Minutos 34,12 35,72 34,72 34,05 34,13 3572 36,17 35,57
Pulsaciones | 152 124 140 152 146 128 136 144

Minutos 35,37 35,57 35,43 36,05 34,85 34,70 34,75 33,93
Pulsaciones | 148 144 136 124 148 144 140 156

Minutos 34,60 34,00 34,35 35,62 3568 3528 35,97
Pulsaciones | 136 148 148 132 124 132 139
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(a) Un diagrama de dispersién muestra una relacion lineal negativa relativa-
mente fuerte. Utiliza tu calculadora o un programa informético para comprobar
que la recta de regresién minimo-cuadratica es

pulsaciones = 479,9 — (9,695 x minutos)

(b) Al siguiente dia el profesor tardé 34,30 minutos. Predice su ritmo cardiaco.
En realidad su pulso fue 152. ;Cémo de exacta es tu prediccion?

(c) Supon que sélo conociéramos que las pulsaciones fueron 152. Ahora quie-
res predecir el tiempo que el profesor estuvo nadando. Halla la recta de regresion
minimo-cuadrética apropiada para la ocasién. ;Cudl es tu prediccién? ;Es muy
exacta?

(d) Explica de forma clara, a alguien que no sepa estadistica, por qué las dos
rectas de regresion son distintas.

2.34. Prediccién del comportamiento de mercados de valores. Algunas personas
creen que el comportamiento de un mercado de valores en enero permite predecir
el comportamiento del mercado durante el resto del afio. Toma como variable
explicativa x el porcentaje de cambio en el indice del mercado de valores en enero
y como variable respuesta y la variacién del indice a lo largo de todo el afio.
Creemos que existe una correlacién positiva entre x e y, ya que el cambio de enero
contribuye al cambio anual. Célculos a partir de datos del periodo 1960-1997 dan

x*=1,75% s, = 5,36% r = 0,596
7=9,07% s, = 15,35%

(a) ;Qué porcentaje de la variacién observada en los cambios anuales del
indice se explica a partir de la relacién lineal con el cambio del indice en enero?

(b) ;Cual es la ecuacién de la recta minimo-cuadrética para la prediccion del
cambio en todo el afio a partir del cambio en enero?

(c) En enero el cambio medio es ¥ = 1,75%. Utiliza tu recta de regresion para
predecir el cambio del indice en un afio para el cual en enero sube un 1,75%. ;Por
qué podias haber conocido este resultado (hasta donde te permite el error de re-
dondeo) sin necesidad de hacer ningtn calculo?

2.35. Castores y larvas de coleéptero. A menudo los ecélogos hallan relacio-
nes sorprendentes en nuestro entorno. Un estudio parece mostrar que los cas-
tores pueden ser beneficiosos para una determinada especie de coleéptero. Los in-
vestigadores establecieron 23 parcelas circulares, cada una de ellas de 4 metros
de didmetro, en una zona en la que los castores provocaban la caida de dlamos al
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alimentarse de su corteza. En cada parcela, los investigadores determinaron el
nimero de tocones resultantes de los drboles derribados por los castores y el nt-
mero de larvas del coleéptero. He aqui los datos:"”

Tocones 2 2 1 3 3 4 3 1 2 5 1 3
Larvas 10 30 12 24 36 40 43 11 27 56 18 40

Tocones 2 1 2 2 1 1 4 1 2 1 4
Larvas 25 8 21 14 16 6 54 9 13 14 50

(a) Haz un diagrama de dispersiéon que muestre como el ntimero de toco-
nes debidos a los castores influye sobre el de larvas. ;Qué muestra tu diagrama?
(Los ecdlogos creen que los brotes que surgen de los tocones resultan més apete-
cibles para las larvas ya que son més tiernos que los de los arboles mayores.)

(b) Halla la recta de regresiéon minimo-cuadratica y dibtjala en tu diagrama.

(c) ;Qué porcentaje de la variaciéon observada en el nimero de larvas se puede
explicar por la dependencia lineal con el nimero de tocones?

2.4.3 Residuos

Una recta de regresiéon es un modelo matemadtico que describe una relacién li-
neal entre una variable explicativa y una variable respuesta. Las desviaciones de
la relacion lineal también son importantes. Cuando se dibuja una recta de regre-
sion, se ven las desviaciones observando la dispersién de los puntos respecto a
dicha recta. Las distancias verticales de los puntos a la recta de regresién minimo-
cuadrética son lo més pequefias posible, en el sentido de que tienen la menor su-
ma de cuadrados posible. A estas distancias les damos un nombre: residuos.

RESIDUOS

Un residuo es la diferencia entre el valor observado de la variable
respuesta y el valor predicho por la recta de regresion. Es decir,

residuo = y observada — y predicha

~

= Y-y

7G. D. Martinsen, E. M. Driebe y T. G. Whitham, “Indirect interactions mediated by changing
plant chemistry: beaver browsing benefits beetles”, Ecology, 79, 1998, pags. 192-200.
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Tabla 2.7. Edad de la primera palabra y puntuacién en la prueba Gesell.

Nifio Edad Puntuacién Nifio Edad Puntuaciéon
1 15 95 12 9 96
2 26 71 13 10 83
3 10 83 14 11 84
4 9 91 15 11 102
5 15 102 16 10 100
6 20 87 17 12 105
7 18 93 18 42 57
8 11 100 19 17 121
9 8 104 20 11 86

10 20 94 21 10 100
11 7 113

EJEMPLO 2.12. Prediccién de la inteligencia

¢(Predice su inteligencia posterior la edad a la que un nifio empieza a hablar?
Un estudio del desarrollo de 21 nifios, registr6 la edad, en meses, a la que cada
niflo pronunciaba la primera palabra y su puntuacién en la prueba Gesell (Gesell
Adaptative Score), una prueba de aptitud llevada a cabo mucho maés tarde. Los
datos aparecen en la tabla 2.7."

La figura 2.14 es un diagrama de dispersién en el que se toma la edad en que
se pronunci6 la primera palabra como variable explicativa x y la puntuaciéon en
la prueba Gesell como variable respuesta y. Los nifios 3 y 13, y los nifios 16 y 21
tienen valores idénticos para ambas variables, por lo que se utiliza un simbolo
distinto para mostrar que estos puntos representan a dos individuos diferentes.
El diagrama muestra una asociaciéon negativa, es decir, los nifios que empiezan a
hablar mas tarde tienden a tener puntuaciones més bajas en la prueba que los ni-
fios que hablan antes. El aspecto general de la relacién es moderadamente lineal.
La correlacién describe la direccion y la fuerza de la relacién lineal, r = —0,640.

La recta que se ha trazado en el diagrama es la recta de regresién minimo-
cuadraética de la puntuacién Gesell con relacién a la edad de la primera palabra.
Su ecuacién es

§ = 109,8738 — 1,1270x

18M. R. Mickey, O. J. Dunn y V. Clark, “Note on the use of stepwise regression in detecting
outliers”, Computers and Biomedical Research, 1,1967, pags. 105-111. Estos datos han sido utilizados por
varios autores; yo los he hallado en N. R. Draper y J. A. John, “Influential observations and outliers in
regression”, Technometrics, 23, 1981, pags. 21-26.
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Figura 2.14. Diagrama de dispersién de las puntuaciones de la
prueba Gesell con relacién a la edad de la primera palabra de
21 nifios. La recta es la recta de regresién minimo-cuadratica para
predecir la puntuacién Gesell a partir de la primera palabra.

Para el primer nifio, que empez6 a hablar a los 15 meses, predecimos la pun-
tuacion

§ = 109,8738 — (1,1270)(15) = 92,97

La puntuacién real de este nifio fue de 95. El residuo es

residuo = yobservada — y predicha
= 95-9297=2,03

El residuo es positivo porque el punto se halla por encima de la recta. Bl
Existe un valor residual para cada punto. Hallar los valores residuales con

una calculadora es bastante laborioso, ya que primero tienes que hallar la res-
puesta predicha para cada x. Los programas estadisticos te dan todos los residuos
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a la vez. He aqui los 21 residuos de los datos de la prueba Gesell obtenidos con
un programa estadistico:

2.0310 -9.5721 -15.6040 -8.7309 9.0310 -0.3341 3.4120
2.5230 3.1421 6.6659 11.0151 -3.7309 -15.6040 -13.4770
4.5230 1.3960 8.6500 -5.5403 30.2850 -11.4770 1.3960

Debido a que los residuos muestran a qué distancia se hallan los datos de
nuestra recta de regresion, el examen de los residuos nos ayuda a valorar en que
medida la recta describe la distribucién de los datos. A pesar de que los residuos
se pueden calcular a partir de cualquier modelo que se haya ajustado a los datos,
los de la recta de regresion minimo-cuadratica tienen una propiedad especial:
la media de los residuos es siempre cero.

Compara el diagrama de dispersién de la figura 2.14 con el diagrama de resi-
duos correspondiente a los mismos datos de la figura 2.15. En dicha figura, la recta
horizontal que pasa por cero nos ayuda a orientarnos. Esta recta corresponde a la
recta de regresion de la figura 2.14.

Nifio 19
30 - ° e Un nifio
o Dos ninos
2 20
Q
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<
o 5
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~ L[]
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K . .
5 .
o 0 °
A o
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Figura 2.15. Diagrama de residuos para la regresién de
las puntuaciones en la prueba Gesell en relacién con la
edad de la primera palabra. El nifio 19 es una observacion
atipica. El nifio 18 es una observacién influyente que no
tiene un residuo grande.
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DIAGRAMA DE RESIDUOS

Un diagrama de residuos es un diagrama de dispersion de los residuos
de la regresion con relacién a la variable explicativa. Los diagramas de
residuos nos ayudan a valorar el ajuste de la recta de regresion.

Si la recta de regresion se ajusta bien a la relacién entre x e y, los residuos no
tienen que tener ninguna distribucién especial. En dicho caso, la distribucién de
residuos se parecerd a la distribucién que de forma simplificada se muestra en la
figura 2.16(a). Este diagrama muestra que la distribucién de los residuos es uni-
forme a lo largo de la recta, no se detectan observaciones atipicas. Cuando exami-
nes los residuos en el diagrama de dispersién o en el diagrama de residuos, has
de fijarte en algunos detalles:

e Una forma curva de la distribucién de los residuos indica que la relacion
no es lineal. La figura 2.16(b) es un ejemplo ilustrativo. La recta no es una
buena descripcién para estos datos.

e Un crecimiento o decrecimiento de la dispersién de los residuos a medi-
da que aumentan las x. La figura 2.16(c) es un ejemplo. En él, la prediccion
de y serd menos precisa para valores de x mayores.

e Los puntos individuales con residuos grandes, como el del nifio 19 de
las figuras 2.14 y 2.15. Estos puntos son observaciones atipicas, ya que no
encajan en el aspecto lineal de la nube de puntos.

e Los puntos individuales que son extremos en el eje de las abscisas, co-
mo el nifo 18 de las figuras 2.14 y 2.15. Estos puntos pueden no tener
grandes residuos, pero pueden ser muy importantes. Més adelante estu-
diaremos este tipo de puntos.

2.4.4 Observaciones influyentes

Los nifios 18 y 19 del ejemplo Gesell son poco frecuentes, pero por motivos dis-
tintos. El nifio 19 esté lejos de la recta de regresién. Este nifio empezé a hablar
mucho més tarde que los demas. Su valor Gesell es tan alto que tendriamos que
comprobar que no se trata de un error de transcripcién de los datos. De todas
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Figura 2.16(a). Distribuciones idealizadas de diagramas de resi-
duos de la recta de regresiéon minimo-cuadrética. El grafico (a) in-

dica un buen ajuste de la recta de regresion.
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Figura 2.16(b). El grafico (b) muestra una forma curva, por tanto, la

recta se ajusta mal.
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Figura 2.16(c). La variable respuesta y del gréfico (c) presenta mas
dispersion para los valores mayores de la variable explicativa x. Por
tanto, la prediccion serd menos precisa cuanto mayor sea x.
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formas, el valor Gesell es correcto. El punto correspondiente al nifio 18 se halla
cerca de la recta, sin embargo se encuentra alejado en la direccién de las absci-
sas. El nifo 18 fue el que empez6 a hablar mds tarde. Debido a su posicién extrema
en el eje de las abscisas tiene una gran influencia sobre la posicién de la recta de regre-
sién. La figura 2.17 afiade una segunda recta de regresion, calculada tras excluir
al nifio 18. Puedes ver que sin esta observacion la posicion de la recta se ha modi-
ficado. A estos puntos los llamamos influyentes.

OBSERVACIONES ATIPICAS Y OBSERVACIONES INFLUYENTES
EN REGRESION

Una observacién atipica es aquélla que queda separada de las restantes
observaciones.

Una observacién es influyente con relacién a un calculo estadistico
si al eliminarla cambia el resultado del calculo. En regresién minimo-
cuadratica, las observaciones atipicas en la direccién del eje de las abs-
cisas son, en general, observaciones influyentes.

Los nifios 18 y 19 son ambos observaciones atipicas de la figura 2.17. El ni-
fio 18 es una observacién atipica en la direccién del eje de las abscisas y es tam-
bién una observacién influyente para la recta de regresion minimo-cuadratica. E1
nifio 19, en cambio, es una observacion atipica en la direccién del eje de las orde-
nadas. Tiene menos influencia en la posicién de la recta de regresién porque hay
muchos puntos con valores de x similares que retienen la recta por debajo de la
observacion atipica. Los puntos influyentes suelen tener residuos pequefios, ya
que tiran de la recta hacia su posicién. Si sélo te fijas en los residuos, pasards por
alto los puntos influyentes. Las observaciones influyentes pueden modificar en
gran manera la interpretacion de unos datos.

EJEMPLO 2.13. Una observacion influyente

La fuerte influencia del nifio 18 hace que la recta de regresién de la puntuacién
Gesell con relacion a la primera palabra sea engafiosa. Los datos originales tienen
r* = 0,41. Es decir, un 41% de la variacion total observada en la prueba Gesell
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Figura 2.17. Dos rectas de regresion minimo-cuadraticas de las
puntuaciones Gesell en relacién con la edad de la primera pala-
bra. La recta de trazo continuo se ha calculado a partir de todos
los datos. La de trazo discontinuo se ha calculado excluyendo al
nifio 18. El nifio 18 es una observacién influyente, ya que cuando
se elimina este punto, la posicién de la recta cambia.

se puede explicar a partir de la edad a la que los nifios empiezan a hablar. Esta
relacién es suficientemente fuerte para que sea de interés para los padres. Pero
si dejamos fuera al nifio 18, r* cae al 11%. La fuerza aparente de la asociacion se
debfa en gran medida a una sola observacién influyente.

(Qué debe hacer un investigador? Debe decidir si el desarrollo del nifio 18
fue tan lento que no se deberia permitir que influyera en el resultado del andlisis.
Si excluye al nifio 18, desaparece en gran parte la evidencia de la relacién entre la
edad a la que un nifio empieza a hablar y su posterior puntuacién en la prueba.
Si mantiene esta observacion, necesitard datos adicionales de nifios que hayan
empezado a hablar tardiamente, de manera que el anélisis no dependa tanto de
una sola observacién. B
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.36. Consumo de gasolina y velocidad. El ejercicio 2.6 proporciona datos sobre
el consumo de gasolina y de un automoévil a distintas velocidades x. El consumo
de carburante se ha medido en litros de gasolina por 100 kilémetros y la velo-
cidad en kilémetros por hora. Con la ayuda de un programa estadistico hemos
obtenido la recta de regresién minimo-cuadrética y también los residuos. La recta
de regresion es

7 =11,058 — 0,01466x

Los residuos, en el mismo orden que las observaciones, son

10,09 224 —0,62 —247 -333 —428 -373 —2094
217 —132 -042 057 164 276 397

(a) Dibuja un diagrama de dispersién con las observaciones y traza la recta
de regresion en tu diagrama.

(b) ;Utilizarias la recta de regresion para predecir y a partir de x? Justifica tu
respuesta.

(c) Comprueba que la suma de los residuos es 0 (o muy cercana a 0, teniendo
en cuenta los errores de redondeo).

(d) Dibuja un diagrama de residuos con relacién a los valores de x. Traza una
recta horizontal a la altura del valor 0 del eje de las ordenadas. Comprueba que
la distribucién de los residuos a lo largo de esta recta es similar a la distribucién
de los puntos a lo largo de la recta de regresion del diagrama de dispersion en (a).

2.37. ;Cudntas calorias? La tabla 2.5 proporciona datos sobre el contenido real en
calorias de diez alimentos y la media de los contenidos estimados por un numero-
so grupo de personas. El ejercicio 2.23 explora la influencia de dos observaciones
atfpicas sobre la correlacion.

(a) Dibuja un diagrama de dispersién adecuado para predecir la estimaciéon
de las calorfas a partir de los valores reales. Sefala los puntos correspondientes a
los espaguetis y a los pasteles en tu diagrama. Estos dos puntos quedan fuera de
la relacién lineal de los ocho puntos restantes.

(b) Utiliza tu calculadora para hallar la recta de regresién de las calorias esti-
madas con relacién a las calorias reales. Hazlo dos veces, primero, con todos los
puntos y luego, dejando fuera los espaguetis y los pasteles.

(c) Dibuja las dos rectas de regresioén en tu diagrama (una de trazo continuo
y la otra con trazo discontinuo). Los espaguetis y los pasteles, tomados conjunta-
mente, json observaciones influyentes? Justifica tu respuesta.
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2.38. ¢Influyentes o no? Hemos visto que el nifio 18 de los datos Gesell de la
tabla 2.7 es una observacion influyente. Ahora vamos a examinar el efecto del
nifo 19, que también es una observacién atipica en la figura 2.14.

(a) Halla la recta de regresion minimo-cuadratica de la puntuacién en la prue-
ba Gesell respecto a la edad a la cual un nifio empieza a hablar, dejando fuera al
nifio 19. El ejemplo 2.12 da la recta de regresion con todos los nifios. Dibuja ambas
rectas en el mismo gréfico (no es necesario que lo hagas sobre un diagrama de dis-
persién; tan sélo dibuja las rectas). ;Calificarias al nifio 19 como muy influyente?
(Por qué?

(b) La exclusion del nifio 19, ;qué efecto tiene sobre el valor r* de esta regre-
sién? Explica por qué cambia r* al excluir al nifio 19.

RESUMEN DE LA SECCION 2.4

Una recta de regresién es una recta que describe cémo cambia una variable res-
puesta y al cambiar una variable explicativa x.

El método mds comtin para ajustar una recta en un diagrama de dispersion es
el método de minimos cuadrados. La recta de regresién minimo-cuadratica es la
recta de la ecuacién § = a + bx que minimiza la suma de cuadrados de las distan-
cias verticales de los valores observados de y a la recta de regresion.

Puedes utilizar una recta de regresion para predecir el valor de y a partir de
cualquier valor de x, sustituyendo esta x en la ecuacién de la recta.

La pendiente b de una recta de regresion § = a + bx indica el cambio de la
variable respuesta predicha i a lo largo de la recta de regresién, al cambiar la va-
riable explicativa x. En concreto, b es el cambio de f al aumentar x en una unidad.

La ordenada en el origen a de una recta de regresiéon j = a + bx es la res-
puesta predicha j cuando la variable explicativa es x = 0. Esta prediccién no
tiene significado estadistico a no ser que x pueda tomar valores cercanos a 0.

La recta de regresiéon minimo-cuadratica de y con relacién a x es la recta de
pendiente r:—z y ordenada en el origen a = 77 — bx. Esta recta siempre pasa por el
punto (%, 7).

La correlacién y la regresion estan intimamente relacionadas. Cuando las va-
riables x e y se miden en unidades estandarizadas, la correlacién r es la pendiente
de la recta de regresion minimo-cuadratica. El cuadrado de la correlacion 7 es la
proporcién de la variacién de la variable respuesta explicada por la regresion
minimo-cuadrética.

Puedes examinar el ajuste de una recta de regresion estudiando los residuos,
que son las diferencias entre los valores observados y los valores predichos de y.



154 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

Vigila los puntos atipicos con residuos anormalmente grandes, y también las dis-
tribuciones no lineales y desiguales de los residuos.

Fijate también en las observaciones influyentes, que son los puntos aislados
que cambian de forma sustancial la posicién de la recta de regresién. Las observa-
ciones influyentes suelen ser observaciones atipicas en la direccién de las abscisas
y no tienen por qué tener residuos grandes.

EJERCICIOS DE LA SECCION 2.4

2.39. Repaso sobre relacion lineal. Antonio guarda sus ahorros en un colchén.
Empez6 con 500 € que le dio su madre y cada afio fue afiadiendo 100 €. Sus
ahorros totales y después de x afios vienen dados por la ecuacién

y = 500 + 100x

(a) Representa graficamente esta ecuacion. (Escoge dos valores de x, tales co-
mo 0y 10. Calcula los valores correspondientes de y a partir de la ecuacién. Dibuja
estos dos puntos en el grafico y dibuja la recta uniéndolos.)

(b) Después de 20 afos, jcudnto tendra Antonio en su colchén?

(c) Si Antonio hubiera anadido cada afio 200 € a sus 500 € iniciales, en vez
de 100, ;cudl seria la ecuacién que describiria sus ahorros después de x afios?

2.40. Repaso sobre relacion lineal. En el periodo posterior a su nacimiento, una
rata blanca macho gana exactamente 40 gramos (g) por semana. (Esta rata es ex-
trafiamente regular en su crecimiento, pero un crecimiento de 40 g por semana es
un valor razonable.)

(a) Si la rata pesaba 100 gramos al nacer, da una ecuacién para predecir su
peso después de x semanas. ;Cudl es la pendiente de esta recta?

(b) Dibuja un grafico de esta recta para valores de x entre el nacimiento y las
10 semanas de edad.

(0) ¢Utilizarfas esta recta para predecir el peso de la rata a los 2 afios? Haz la
predicciéon y medita sobre si el resultado es razonable.

2.41. Coeficiente de inteligencia y notas escolares. La figura 2.5 muestra las notas
escolares medias y los coeficientes de inteligencia de 78 estudiantes de primero de
bachillerato. La media y la desviacién tipica de los coeficientes de inteligencia son

x = 1089 s, = 13,17
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Para las notas medias escolares
7 = 7,447 s, = 2,10

La correlacion entre los coeficientes de inteligencia y las notas escolares me-
dias es r = 0,6337.

(a) Halla la ecuacioén de la recta de regresiéon minimo-cuadratica que permita
predecir las notas escolares a partir de los coeficientes de inteligencia.

(b) ;Qué porcentaje de la variaciéon observada en las notas escolares se pue-
de explicar por la relacién lineal entre las notas escolares y los coeficientes de
inteligencia?

(c) Un estudiante tiene un coeficiente de inteligencia de 103 y una nota media
escolar de s6lo 0,53. ;Cudl es la prediccién de la nota media escolar de un estu-
diante con un coeficiente de inteligencia de 103? ;Cual es el valor residual de este
estudiante?

2.42. Llévame a ver un partido de baloncesto. ;Qué relacién existe entre el pre-
cio de los bocadillos de salchicha y el de los refrescos de cola en los estadios de
baloncesto de EE UU? He aqui algunos datos:"

Estadio Bocadillo Refrescos Estadio Bocadillo Refrescos Estadio Bocadillo Refrescos
de cola de cola de cola
Angels 2,50 1,75 Giants 2,75 2,17 Rangers 2,00 2,00
Astros 2,00 2,00 Indians 2,00 2,00 Red Sox 2,25 2,29
Braves 2,50 1,79 Marlins 2,25 1,80 Rockies 2,25 2,25
Brewers 2,00 2,00 Mets 2,50 2,50 Royals 1,75 1,99
Cardinals 3,50 2,00 Padres 1,75 2,25 Tigers 2,00 2,00
Dodgers 2,75 2,00 Phillies 2,75 2,20 Twins 2,50 2,22
Expos 1,75 2,00 Pirates 1,75 1,75 White Sox 2,00 2,00

(a) Dibuja un diagrama de dispersién que sea adecuado para predecir el pre-
cio del refresco de cola a partir del precio del bocadillo. Describe la relacién que
observas. jHay observaciones atipicas?

(b) Halla la correlacién entre el precio de los bocadillos y el precio de los
refrescos de cola. ;Qué porcentaje de la variacién del precio del refresco se explica
a partir de la relacién lineal?

19 Apareci6 en Philadelphia City Paper, 23-29 de mayo de 1997.
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(c) Halla la ecuacién de la recta de regresién minimo-cuadratica para prede-
cir el precio del refresco a partir del precio del bocadillo. Dibuja la recta en tu
diagrama de dispersién. A partir de tus resultados en (b), explica por qué no es
sorprendente que la recta sea casi horizontal (pendiente préxima a cero).

(d) Sefiala la observaciéon que potencialmente es més influyente. ;A qué es-
tadio corresponde? Halla la recta de regresion minimo-cuadrética sin esta obser-
vacién y dibtjala en tu diagrama de dispersion. Esta observacion, ;es realmente
una observacién influyente?

2.43. Analisis de agua. Las empresas suministradoras de agua la analizan regu-
larmente para detectar la posible presencia de contaminantes. La determinacién
de éstos se hace de forma indirecta, por ejemplo, por colorimetria, que consiste
en afnadir un reactivo que da color al reaccionar con el contaminante a deter-
minar. Posteriormente se hace pasar un haz de luz por la solucién coloreada y
se determina su “absorbancia”. Para calibrar este método de anélisis, los labo-
ratorios disponen de patrones con concentraciones conocidas del producto a de-
terminar. Suele existir una relacién lineal entre la concentracién del producto a
determinar y su absorbancia una vez ha tenido lugar la reaccién anteriormente
comentada. He aqui una serie de datos sobre la absorbancia y la concentracién de
nitratos. Los nitratos se expresan en miligramos por litro de agua.”

Nitratos 50 50 100 200 400 800 1.200 1.600 2.000 2.000
Absorbancia | 7,0 7,5 12,8 24,0 47,0 93,0 138,0 183,0 230,0 226,0

(a) Tedricamente estos datos deben mantener una relacién lineal. Si el coe-
ficiente de correlacién no es al menos 0,997, hay que suponer que algo fue mal
y hay que repetir el proceso de calibracién. Representa graficamente los datos y
halla su correlacién. ;Se debe repetir la calibracién?

(b) Determina la ecuacién de la recta de regresion minimo-cuadratica que nos
permita predecir la absorbancia a partir de la concentracién de nitratos. Si el la-
boratorio analiza un patrén con 500 miligramos de nitratos por litro, ;qué valor
de absorbancia obtendrds? Basandote en tu dibujo y en la correlacién, ;crees que
la estimacién de la absorbancia serd muy exacta?

2De una conferencia de Charles Knauf del Environmental Health Laboratory, Monroe County
(New York).
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2.44. Crecimiento de una nifia. Los padres de Sara estdn preocupados porque
creen que es baja para su edad. Sumédico ha ido registrando las siguientes alturas
de Sara:

Edad (meses) | 36 48 51 54 57 60
Altura (cm) 8 90 91 93 94 95

(a) Dibuja un diagrama de dispersion con estos datos. Fijate en la fuerte rela-
cién lineal.

(b) Usando la calculadora, halla la ecuacién de la recta de regresién minimo-
cuadrética de la altura en relacion con la edad.

(c) Predice la altura de Sara a los 40 y a los 60 meses. Utiliza tus resultados
para dibujar la recta de regresion en tu diagrama de dispersion.

(d) ¢Cual es el ritmo de crecimiento de Sara en centimetros por mes? Las ni-
fias con crecimiento normal ganan unos 6 cm de altura entre los 4 (48 meses) y los
5 afos (60 meses). En este tltimo caso, jqué valor toma el ritmo de crecimiento
expresado en centimetros por mes? ;Crece Sara mas despacio de lo normal?

2.45. Invertir en y fuera de EE UU. Unos inversores quieren saber qué relacién
existe entre los rendimientos de las inversiones en EE UU y las inversiones fuera
de EE UU. La tabla 2.8 proporciona datos sobre los rendimientos totales de los
valores bursatiles en EE UU y fuera de EE UU, durante un periodo de 26 afios.
(Los rendimientos totales se calculan a partir de los cambios de cotizacién mas los
dividendos pagados, expresados en ddlares. Ambos rendimientos son medias de
muchos valores individuales.?)

(a) Haz un diagrama de dispersiéon adecuado para predecir los rendimientos
de los valores bursatiles fuera de EE UU a partir de los rendimientos en EE UU.

(b) Halla la correlacién y r*. Describe con palabras la relacion entre los rendi-
mientos en y fuera de EE UU. Utiliza r y r* para hacer mds precisa tu descripcion.

(c) Halla la recta de regresion minimo-cuadratica de los rendimientos fuera de
EE UU en funcién de los rendimientos en EE UU. Traza la recta en el diagrama
de dispersion.

(d) En 1997, el rendimiento de las acciones en EE UU fue del 33,4%. Utiliza la
recta de regresion para predecir el rendimiento de las acciones fuera de EE UU. El

2ILos rendimientos en EE UU corresponden al indice de 500 valores Standard & Poor’s. Los rendi-
mientos fuera de EE UU corresponden a Morgan Stanley Europe, Australasia, indice Far East (EAFE).
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Tabla 2.8. Rendimientos anuales en y fuera de EE UU.

Afio Rendimiento Rendimiento Afio Rendimiento Rendimiento

fuera de EE UU en EE UU fuera de EE UU en EE UU
1971 29,6 14,6 1985 56,2 31,6
1972 36,3 18,9 1986 69,4 18,6
1973 —14,9 —14,8 1987 24,6 5,1
1974 —23,2 —26,4 1988 28,5 16,8
1975 35,4 37,2 1989 10,6 31,5
1976 2,5 23,6 1990 —23,0 -3,1
1977 18,1 -7,4 1991 12,8 30,4
1978 32,6 6,4 1992 —-12,1 7,6
1979 4.8 18,2 1993 32,9 10,1
1980 22,6 32,3 1994 6,2 1,3
1981 -2,3 -5,0 1995 11,2 37,6
1982 -1,9 21,5 1996 6,4 23,0
1983 23,7 22,4 1997 2,1 33,4
1984 7,4 6,1

rendimiento fuera de EE UU fue del 2,1%. ;Estds seguro de que las predicciones
basadas en la recta de regresion serdn suficientemente precisas? ;Por qué?

(e) Sefiala el punto que tenga el mayor residuo (positivo o negativo). ;Qué
afo es? ;Parece probable que existan puntos que sean observaciones muy influ-
yentes?

2.46. Representa graficamente tus datos, jsiempre! La tabla 2.9 presenta cuatro
conjuntos de datos preparados por el estadistico Frank Anscombe para ilustrar
los peligros de hacer célculos sin antes representar los datos.”

(a) Sin dibujar un diagrama de dispersion, halla la correlacién y la recta de
regresiéon minimo-cuadrética para los cuatro grupos de datos. ;Qué observas?
Utiliza la recta de regresion para predecir y cuando x = 10.

(b) Dibuja un diagrama de dispersién para cada uno de los conjuntos de datos
con las rectas de regresion correspondientes.

(c) ;En cudl o cudles de los cuatro casos utilizarias la recta de regresion para
describir la dependencia de y en relacion a x? Justifica tu respuesta en cada caso.

2.47. ;Cual es mi nota? En el curso de economia del profesor Marcet, la correla-
cién entre la calificacién acumulada por los estudiantes antes de examinarse y la

2Frank J. Anscombe, “Graphs in statistical analysis”, The American Statistician, 27, 1973,
pags. 17-21.
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Tabla 2.9. Correlaciones y regresiones con cuatro conjuntos de datos.

Conjunto de datos A
X 10 8 13 9 11 14 6 4 12 7 5
y | 804 695 7,58 8,81 833 99 7,24 426 10,84 4,82 5,68

Conjunto de datos B
X 10 8 13 9 11 14 6 4 12 7 5
vy | 914 814 874 877 92 810 6,13 3,10 9,13 726 474

Conjunto de datos C
X 10 8 13 9 11 14 6 4 12 7 5
y | 746 677 1274 711 78 88 608 539 815 642 573

Conjunto de datos D
X 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 19
y | 658 5,76 7,71 8,84 847 7,04 525 556 7,91 6,89 12,50

calificacién del examen final es r = 0,6. La media de las calificaciones acumuladas
antes del examen final es 280 y la desviacion tipica, 30, mientras que la media de
las notas del examen final es 75 y la desviacion tipica, 8. Al profesor Marcet se le
extravié el examen final de Julia, pero sabe que su calificacién acumulada es 300;
por ello, decide predecir la calificacién del examen final de Julia a partir de las
calificaciones acumuladas por ésta.

(a) ;Cudl es la pendiente de la recta de regresién minimo-cuadratica de la
calificacién del examen final con relacién a la calificaciéon acumulada antes del
examen final de ese curso? ;Cuadl es la ordenada en el origen?

(b) Utiliza la recta de regresion para predecir la calificacién del examen final
de Julia.

(c) Julia no cree que el método del profesor Marcet para predecir la califica-
ci6on de su examen sea muy bueno. Calcula 7 para argumentar que la calificacién
real del examen final de Julia podia haber sido mucho mads alta (0 mucho mas
baja) que el valor predicho.

2.48. Prediccion sin sentido. Utiliza la regresion minimo-cuadrética con los datos
del ejercicio 2.44 para predecir la altura de Sara a los 40 afios (480 meses).

La prediccién es absurdamente grande. No es razonable utilizar datos con
valores entre 36 y 60 meses para predecir la altura a los 480 meses.
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2.49. Invertir en y fuera de EE UU. El ejercicio 2.45 examino la relacién entre
los rendimientos de los valores bursdtiles en EE UU y fuera de EE UU. Los in-
versores también quieren saber cudles son los rendimientos tipicos y cudl es la
variabilidad entre afios (en términos financieros llamada volatilidad). La regresion
y la correlacién no dan informacién sobre el centro y la dispersion.

(a) Halla los cinco ntimeros resumen de los rendimientos tanto en EE UU
como fuera de ellos, y dibuja los correspondientes diagramas de caja en un mismo
grafico para comparar las dos distribuciones.

(b) Durante este periodo, ;los rendimientos fueron mayores en EE UU o fue-
ra? Justifica tu respuesta.

(c) En este periodo, ¢los rendimientos fueron més volatiles (més variables) en
o fuera de EE UU? Razona tu respuesta.

2.50. Un estudio sobre la relacién entre la asistencia a clase y las calificaciones
de los estudiantes de primer curso de la Universidad Pompeu Fabra mostré que,
en general, los alumnos que asisten a un mayor porcentaje de clases obtienen
mejores calificaciones. Concretamente, la asistencia a clase explicaba el 16% de
la variacién en la media de las calificaciones obtenidas. ;Cuadl es el valor de la
correlacién entre el porcentaje de asistencia a clase y la media de las calificacio-
nes obtenidas?

2.51. ;Suspenderé el examen final? Creemos que los estudiantes que obtienen
buenas calificaciones en el examen parcial de un determinado curso de estadisti-
ca, también obtendran buenas calificaciones en el examen final. El profesor Smith
analizé las calificaciones de 346 estudiantes que se matricularon en ese curso
de estadistica durante un periodo de 10 afios.” La recta de regresiéon minimo-
cuadratica para la prediccién de la calificacién del examen final a partir de la
calificacién del examen parcial era f = 46,6 + 0,41x.

La calificacién del examen parcial de Marfa estd 10 puntos por encima de
la media de los estudiantes analizados. ;Cudl habria sido tu prediccién sobre el
nimero de puntos por encima de la media del examen final de Maria? (Suge-
rencia: utiliza el hecho de que la recta de regresiéon minimo-cuadrética pasa por
el punto (%,7) y el hecho de que la calificacién del examen parcial de Maria es
¥ + 10. Estamos ante un ejemplo de un tipo de fenémeno que dio a la “regresiéon”

23Gary Smith, “Do statistics test scores regress toward the mean?”, Chance, 10, n° 4, 1997,
pags. 42-45.
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su nombre: los estudiantes que obtienen buenas calificaciones en el examen par-
cial, obtienen como media calificaciones no tan buenas en el examen final, pero
todavia por encima de la media.)

2.52. Prediccién del nimero de estudiantes matriculados. A la Facultad de Ma-
temadticas de una gran universidad le gustaria utilizar el nimero de estudiantes x
recién llegados a la universidad, para predecir el nimero de estudiantes y que
se matriculard en el curso de Introduccién al Anélisis Matematico del semestre de
otofio. He aqui los datos de los ultimos afios.*

Afo | 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998

x 4595 4827 4427 4258 3.995 4330 4265 4351
y 7364 7547 7.099 6.894 6572 7.156 7232 7.450

Un programa estadistico halla la correlacién r = 0,8333 y la recta de regresion
minimo-cuadrética
7 =2.492,69 + 1,0663x

El programa estadistico también da la tabla de residuos:

Afio 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998
Residuo |—-28,44  —-92,83 —114,30 —-139,09 —180,65 46,13 191,44 317,74

(a) Dibuja un diagrama de dispersién con la recta de regresién. Esta no da
una buena prediccién. ;Qué porcentaje de la variacién en las matriculas para el
curso de matematicas se explica a partir de la relacién entre éstas y el recuento de
recién ingresados en la universidad?

(b) Comprueba que los residuos suman cero (o aproximadamente cero si se
tiene en cuenta el error de redondeo).

(c) Los diagramas de residuos son a menudo reveladores. Dibuja los residuos
con relacién al afio. Una de las facultades de la universidad ha cambiado recien-
temente su programa docente. Ahora exige a sus estudiantes que tomen un curso
de matematicas. ;Cémo muestra el diagrama de residuos este cambio? ;En qué
anos tuvo lugar dicho cambio?

24Datos de Peter Cook, Purdue University.
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2.5 Precauciones con la correlacion y la regresion

La correlacion y la regresiéon son dos potentes instrumentos para describir la rela-
cién entre dos variables. Cuando los utilices tienes que recordar sus limitaciones,
empezando por el hecho de que la correlacién y la regresién s6lo describen re-
laciones lineales. Recuerda también que tanto la correlacién r como la recta de
regresién minimo-cuadritica pueden estar muy influenciadas por unas pocas
observaciones extremas. Una observacién influyente o un error en la transcrip-
cién de un dato puede cambiar mucho sus valores. Por consiguiente, representa
siempre tus datos antes de interpretar una correlaciéon o una regresion. A conti-
nuacién, vamos a ver otras precauciones que conviene tomar cuando se aplica la
correlacién y la regresion, o se leen trabajos en los que se hayan utilizado.

2.5.1 Extrapolacién

Supén que tienes datos sobre el crecimiento de los nifios entre los 3 y los 8 afios
de edad, y hallas una fuerte relacion lineal entre la edad x y la altura y. Si ajustas
una recta de regresion a estos datos y la utilizas para predecir la altura a la edad
de 25 afios, acabards pronosticando que el nifio tendra una altura de 2,43 metros,
cuando en realidad el crecimiento disminuye a partir de cierta edad y se detiene
al llegar a la madurez. Por tanto, extrapolar la relacién lineal més alld de la madu-
rez no tiene ningtin sentido. Pocas relaciones son lineales para todos los valores
de x. Por consiguiente, no extiendas la prediccién méds alla del intervalo de valo-
res de x para los que tienes datos.

EXTRAPOLACION

La extrapolacién es la utilizacién de una recta de regresién para la pre-
diccién fuera del intervalo de valores de la variable explicativa x que uti-
lizaste para obtener la recta. Este tipo de predicciones no son fiables.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.53. Disminucién de la poblacién rural. En Estados Unidos la poblacién rural
ha ido disminuyendo de forma constante a lo largo de este siglo. He aqui datos
sobre esta poblacién (expresado en millones de personas) desde 1935 hasta 1980.
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Afio 1935 1940 1945 1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980
Poblaciénrural | 32,1 30,5 244 230 19,1 156 12,4 97 89 7.2

(a) Dibuja un diagrama de dispersién con estos datos. Halla la recta de regre-
sién que exprese la relacion entre la poblacion rural en EE UU vy el afio.

(b) De acuerdo con la recta de regresion, ;cudnto disminuye, como media, la
poblacién rural cada afio durante este periodo? ;Qué porcentaje de la variaciéon
observada se explica con la recta de regresién?

(c) Utiliza la recta de regresion para predecir la poblacién rural en el afio 1990.
¢Te parece un valor razonable? ;Por qué?

2.5.2 Utilizacién de medias

En muchos estudios de correlacién y de regresion se trabaja con medias o con
diversas medidas que combinan la informacién de muchos individuos. Tienes
que ser muy cuidadoso y resistir la tentacién de aplicar los resultados de este
tipo de estudios a individuos. En la figura 2.2, hemos visto una asociacién muy
fuerte entre la temperatura exterior y el consumo de gas de los Sdnchez. Cada
punto del diagrama de dispersién representa un mes. Los grados-dia y el consu-
mo de gas son medias de todos los dias de un mes. Los datos de cada uno de los
dias hubieran mostrado una mayor dispersion con relacién a la recta de regresién
y una menor correlacién. Calcular medias de todos los dias de un mes permite re-
ducir las variaciones diarias debidas, por ejemplo, a que un dia se deja una puerta
abierta, o al mayor consumo de agua caliente un dia que hay invitados, etc. Las
correlaciones basadas en medias habitualmente son demasiado altas cuando
se aplican a observaciones individuales. Por ello, en todo estudio estadistico es
importante fijarse exactamente en como se han medido las variables.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.54. indices del mercado de valores. El indice bursatil Standard & Poor’s es
la media de los valores de 500 acciones. Existe una correlacién moderadamente
fuerte (aproximadamente r = 0,6) entre la variacién de este indice en enero y
su variacién en todo el afio. De todas formas, si nos fijdramos en las variaciones
individuales de 500 acciones encontrarfamos una correlacién bastante distinta.
¢Esta correlacion serfa mayor o menor que la obtenida con las medias? ; Por qué?
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2.5.3 Variables latentes

En nuestro estudio sobre la correlacion y la regresion lineal s6lo nos fijamos en
dos variables a la vez. A menudo, la relacién entre dos variables estd muy influi-
da por otras. Métodos estadisticos mds avanzados permiten el estudio de muchas
variables simultdneamente, por lo que podemos tenerlas en cuenta. A veces, la re-
lacién entre dos variables se encuentra muy influida por otras variables que no
medimos o de las que ni siquiera sospechdbamos su existencia. A estas tltimas
variables las llamamos variables latentes.

VARIABLE LATENTE

Una variable latente es una variable que no se incluye entre las varia-
bles estudiadas y que, sin embargo, tiene un importante efecto sobre la
relacién que existe entre ellas.

Una variable latente puede enmascarar una relacién entre x e y, o puede su-
gerir una falsa relacién entre dos variables. Veamos algunos ejemplos de cada
uno de estos efectos.

EJEMPLO 2.14. ; Discriminacion de género en los tratamientos médicos?

Unos estudios muestran que es mds probable que se les haga pruebas especificas
y tratamientos contundentes a los hombres que sufren problemas cardiacos, como
por ejemplo un bypass, que a las mujeres con dolencias similares. Esta relacién
entre tratamiento recibido y sexo, ;se debe a una discriminacién de género?

Puede ser que no. Los hombres y las mujeres sufren problemas en el corazén
a edades diferentes —en general las mujeres son de 10 a 15 afios mayores que
los hombres—. Los tratamientos contundentes son mds peligrosos en el caso de
pacientes de méds edad; por tanto, los médicos puede ser que duden al recomen-
darlos a este tipo de pacientes. La relacién entre el sexo y las decisiones de los
médicos se podria explicar a partir de variables latentes —la edad y la condicién
general del paciente—. Tal como comentaba el autor de un estudio sobre este te-
ma: “Cuando hombres y mujeres estdn en condiciones similares, siendo la tinica
diferencia el sexo, los tratamientos también son similares”.”> B

Daniel Mark, “Age, not bias, may explain differences in treatment”, New York Times, 26 de abril
de 1994.
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X

Figura 2.18. Las variables de este diagrama de dispersién tienen una
correlacién muy pequefia. Sin embargo, dentro de cada grupo la corre-
lacién entre las dos variables es fuerte.

EJEMPLO 2.15. Condiciones de vivienda inadecuadas

Un estudio sobre la vivienda en la ciudad de Hull, Inglaterra, midi6 algunas va-
riables en cada uno de los barrios de la ciudad. La figura 2.18 es una simplifi-
caciéon de los hallazgos del estudio. La variable x es una medida de la densidad
excesiva de poblacion. La variable y es la proporcién de viviendas que no tienen
sanitarios. Debido a que x e y miden condiciones inadecuadas de las viviendas,
esperamos encontrar una correlacion alta entre ambas variables. En realidad, la
correlacién fue sélo r = 0,08. ;Cémo se puede explicar esto?

La figura 2.18 muestra que hay dos tipos de barrios. Los del grupo inferior de
la figura tienen una elevada proporcién de viviendas de iniciativa publica. Estos
barrios tienen valores elevados de x pero valores pequefios de y, ya que las vi-
viendas publicas siempre tienen sanitarios. En cambio, los del grupo superior de
la figura carecen de viviendas ptblicas y tienen valores elevados tanto de x como
de y. Dentro de cada tipo de barrio, existe una fuerte asociaciéon positiva entre
x ey. Enla figura 2.18, r = 0,85 y r = 0,91 dentro de cada grupo. Sin embargo,
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debido a que a valores similares de x les corresponden valores bastante distin-
tos de y en los dos grupos, es dificil predecir y sélo a partir de x. Cuando ana-
lizamos todos los barrios conjuntamente, ignorando por tanto la variable latente
—Ila proporcién de vivienda de promocién puiblica— se enmascara la verdadera
naturaleza de la relacién entre x e . il

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.55. Televisiéon y notas escolares. Los nifios que pasan muchas horas delante del
televisor obtienen, como media, peores notas en la escuela que los nifios que pa-
san menos horas. Sugiere variables latentes que puedan afectar a la relacién entre
estas variables debido a que influyen tanto sobre el hecho de pasar muchas horas
delante de la televisién como sobre las notas escolares.

2.56. Educacién e ingresos. Existe una fuerte correlacion positiva entre los afios
de formacién y los ingresos de los economistas empleados en empresas. En es-
pecial, los economistas doctorados ganan mas que los que sélo son licenciados.
Hay también una fuerte correlacién positiva entre los afios de formacién y los in-
gresos de los economistas empleados en las universidades. Sin embargo, cuando
se considera conjuntamente a todos los economistas, existe una correlacién nega-
tiva entre la educacién y los ingresos. La explicacion es que las empresas pagan
salarios altos y emplean principalmente a economistas que son sélo licenciados,
mientras que las universidades pagan salarios bajos y emplean principalmente a
economistas con doctorado. Haz un diagrama de dispersion con dos tipos de ob-
servaciones (de la empresa y de la universidad), para ilustrar cémo se puede
tener al mismo tiempo una correlacién positiva fuerte dentro de cada grupo y
una correlacién conjunta negativa. (Consejo: empieza estudiando la figura 2.18.)

2.5.4 Asociacién no implica causalidad

Cuando estudiamos la relacién entre dos variables, a menudo queremos mostrar
qué cambios en la variable explicativa causan cambios en la variable respuesta.
Que exista una fuerte asociacion entre dos variables no es suficiente para sacar
conclusiones sobre las relaciones causa-efecto. A veces, una asociacidon observa-
da refleja una relacién causa-efecto. La familia Sanchez consume maés gas en los

26M. Goldstein, “Preliminary inspection of multivariate data”, The American Statistician, 36, 1982,
pags. 358-362.
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meses mads frios, ya que cuando hace mds frio se necesita mds gas para mante-
ner la casa caliente. En otros casos, una asociacion se explica por variables latentes
y la conclusién de que x causa y es errénea o no estd demostrada.

EJEMPLO 2.16. Los televisores, ;alargan la vida?

Considera el nimero de televisores por persona x y la esperanza media de vida y
de los paises del mundo. Existe una correlacién positiva fuerte: los paises con
muchos televisores tienen esperanzas de vida mayores.

El hecho basico que explica una relacién de causalidad es que cuando cambia-
mos el valor de x, cambia el valor de y. ;Podemos aumentar la esperanza de vida
de la gente de Ruanda envidndoles televisores? Evidentemente no. Aunque los
paises ricos tienen mas televisores que los paises pobres, de hecho tienen una es-
peranza de vida mayor debido a una alimentacién mejor, a una mejor calidad del
agua y una mejor asistencia médica. No existe ninguna relaciéon de causa-efecto
entre el niimero de televisores y la esperanza de vida. ®

Correlaciones como la del ejemplo 2.16 se conocen a menudo como “correla-
ciones sin sentido”. La correlacion es real. Lo que no tiene sentido es la conclusién
de que un cambio en el valor de una variable es la causa de un cambio en la otra.
Una variable latente —como por ejemplo la riqueza nacional del ejemplo 2.16—
que influye tanto en x como en y puede provocar una fuerte correlacién aunque
no exista ninguna conexién directa entre x e y.

EJEMPLO 2.17. Peligrosidad de las anestesias

El National Halothane Study fue un importante estudio sobre la peligrosidad de las
anestesias utilizadas en cirugia. Datos de mds de 850.000 operaciones realiza-
das en los 34 hospitales mas importantes de EE UU mostraron las siguientes tasas
de mortalidad para las cuatro anestesias mas utilizadas:”

Anestesia A B C D
Tasa de mortalidad | 1,7% 1,7% 3,4% 1,9%

271, E. Moses y E. Mosteller, “Safety of anesthetics”, en J. Tanur ef al. (eds.), Statistics: A Guide to the
Unknown, 3* ed. Wadsworth, Belmont, Calif., 1989, pdgs. 15-24.
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Existe una asociacién clara entre la anestesia utilizada y la tasa de mortali-
dad de los pacientes. Parece ser que la anestesia C es peligrosa. De todas formas
es claro que existen variables latentes como la edad, el estado de salud general
del paciente o la importancia de la operacién, que hay que tener en cuenta. De
hecho, la anestesia C se utiliz6 con mds frecuencia en operaciones importantes
con pacientes de més edad y en un estado general de salud delicado. La tasa
de mortalidad seria mayor para este tipo de pacientes independientemente de
la anestesia utilizada. Después de considerar estas variables latentes y tener en
cuenta su efecto, la relacién aparente entre la anestesia y la tasa de mortalidad
es mucho méas débil. B

Los ejemplos que acabamos de ver, y otros, sugieren que tenemos que tener
precaucion sobre la correlacion, la regresion y en general sobre la asociacién entre
dos variables.

ASOCIACION NO IMPLICA CAUSALIDAD

Una asociacién entre una variable explicativa x y una variable respues-
ta y, incluso si es muy fuerte, no es por si misma una evidencia suficiente
de que cambios de x realmente causen cambios de .

La mejor manera de obtener una buena evidencia de que x causa y es realizar
un experimento en el que x tome distintos valores y las variables latentes se man-
tengan bajo control. En el capitulo 3 trataremos sobre los experimentos. Cuando
no se pueden realizar experimentos, es dificil y controvertido hallar la explicaciéon
de una asociacién observada. Muchas disputas en las que intervienen estadisti-
cos hacen referencia a relaciones de causalidad que no se han podido demostrar
mediante un experimento. ;Fumar causa cancer de pulmoén? ;Qué ocurre con los
fumadores pasivos? ; Vivir cerca de una linea de alta tensién causa leucemia? ;Ha
disminuido la diferencia de salarios entre los trabajadores con méas formacion y
los que tienen menos? Todos estos temas forman parte de debates en medios de
comunicacién. Todos ellos hacen referencia a la relacién entre variables. Y todos
ellos tienen en comtin que tratan de esclarecer relaciones de causalidad en situa-
ciones en las que interacttian muchas variables.
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EJEMPLO 2.18. Fumar, ;provoca cdncer de pulmén?

A pesar de las dificultades, a veces es posible establecer relaciones fuertes de cau-
salidad sin necesidad de hacer experimentos. La evidencia de que fumar provoca
cancer de pulmoén es lo més fuerte que puede ser una evidencia no experimental.

Los médicos han observado, durante mucho tiempo, que los enfermos de
cancer de pulmén eran fumadores. La comparacién de fumadores con sujetos
“similares” no-fumadores muestra una asociacién muy fuerte entre el fumar y
la muerte por cdncer de pulmoén. Esta asociacién, ¢se podria explicar mediante
variables latentes? Podria existir, por ejemplo, un factor genético que predispu-
siera a la gente tanto a la adiccién a la nicotina como al cancer de pulmoén? El fu-
mar y el cancer de pulmoén podrian estar positivamente asociados incluso si el
fumar no tuviera un efecto directo sobre los pulmones. ;Cémo responder a estas
preguntas? W

Vamos a responder de forma general: ;cémo podemos establecer una relacion
de causalidad sin hacer un experimento?

e La asociacion es fuerte. La asociacion entre fumar y el cdncer de pulmoén es
muy fuerte.

e La asociacién es consistente. Muchos estudios en diferentes lugares y con
diferente tipo de gente, relacionan el fumar con el cancer de pulmén. Es-
te hecho reduce las posibilidades de que una variable latente que acttia
en unas condiciones o para un grupo de gente determinado explique la
asociacion.

e Dosis mayores estdn asociadas a respuestas mayores. La gente que fuma mds
cigarrillos por dia o que fuma durante mds tiempo padecen mas a menu-
do cancer de pulmén. La gente que deja de fumar reduce este riesgo.

e La supuesta causa precede al efecto en el tiempo. El cancer se desarrolla des-
pués de anos de fumar. El nimero de hombres que mueren de cincer
de pulmon crece a medida que este hdbito es mds comtn, el desfase es de
unos 30 afos. El cdncer de pulmén mata mdas hombres que ninguna otra
forma de céncer. El cancer de pulmoén era raro entre las mujeres hasta que
éstas empezaron a fumar y ha ido creciendo con este habito. Otra vez con
un desfase de unos 30 afios. Entre las mujeres, el cdncer de pulmén es
ahora mds importante como causa de muerte que el cincer de mama.

e La supuesta causa es plausible. Experimentos con animales muestran que
los alquitranes del humo de los cigarrillos causan céncer.
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Las autoridades sanitarias no dudan en absoluto al decir que fumar causa
cancer de pulmoén. De hecho, en los paises occidentales, “la causa evitable mas
importante de muerte y discapacidad es el tabaco”.® La evidencia sobre esta re-
lacién causa-efecto es abrumadora —pero no es tan fuerte como seria la evidencia
proporcionada por experimentos bien disefilados—.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.57. Los bomberos, ;causan mayores incendios? Alguien afirma: “Existe una
fuerte correlacién positiva entre el ntimero de bomberos que acttian en la extin-
cién de un incendio y la importancia del dafio que éste ocasiona. Por tanto, el
hecho de enviar muchos bomberos sélo ocasiona méas dafios”. Explica por qué
este razonamiento es incorrecto.

2.58. ;Coémo esta tu autoestima? Las personas que tienen éxito tienden a estar
satisfechas con ellas mismas. Es posible que ayudar a la gente para que se sien-
ta satisfecha les pueda ayudar a tener mas éxito en la escuela y en general en la
vida. Aumentar la autoestima de los estudiantes fue durante un tiempo uno de
los objetivos de muchas escuelas. ;A qué se debe la asociacién entre la autoestima
y el éxito escolar? ;Qué podemos decir aparte de que una autoestima alta es la
causa de un mejor éxito escolar?

2.59. Los grandes hospitales, ;son malos? Un estudio muestra que existe una
correlacion positiva entre el tamafio de un hospital (medido como ntimero de
camas x) y el nimero medio de dias y que los enfermos permanecen en él. ;Sig-
nifica esto que se puede reducir la estancia en un hospital si se escogen hospitales
pequenos? ;Por qué?

RESUMEN DE LA SECCION 2.5

La correlacién y la regresion tienen que interpretarse con precaucién. Repre-
senta graficamente los datos para estar seguro de que la relacién es al menos
aproximadamente lineal y para detectar observaciones atipicas y observaciones
influyentes.

28The Health Consequences of Smoking: 1983, U.S. Public Health Service, Washington, D.C., 1983.
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Evita la extrapolacién, que consiste en emplear una recta de regresién pa-
ra predecir valores de la variable explicativa que quedan fuera del intervalo de
valores a partir del cual se calcul¢ la recta.

Recuerda que las correlaciones basadas en medias suelen ser demasiado al-
tas cuando se aplican a los datos individuales.

Las variables latentes que no mediste pueden explicar la relacién entre las
variables que mediste. La correlacién y la regresiéon pueden ser engafiosas si ig-
noras variables latentes importantes.

Sobre todo, procura no concluir que existe una relacién causa-efecto entre
dos variables s6lo porque estan fuertemente asociadas. Una correlacién alta no
implica causalidad. La mejor evidencia de que una asociacién se debe a la cau-
salidad se obtiene mediante un experimento en el cual la variable explicativa se
va modificando mientras se controlan las demads variables que pueden influir en
la variable respuesta.

EJERCICIOS DE LA SECCION 2.5

2.60. Para tener éxito en la universidad, ;hay que estudiar matematicas? He aqui
un fragmento de un articulo que aparecié en un periédico sobre un estudio lleva-
do a cabo con 15.941 estudiantes de secundaria estadounidenses:

En EE UU los estudiantes universitarios pertenecientes a minorias raciales que esco-
gieron en secundaria como asignaturas optativas dlgebra y geometria se graduaron en la
misma proporcion que los hijos de anglosajones.

La relacion entre las matemdticas estudiadas en secundaria y la graduacién en la
universidad es “algo mdgico” dice el rector de una universidad, sugiriendo de alguna
manera que “las matemdticas son la clave del éxito en la universidad”.

Estos hallazgos, dice el rector, “justificarian considerar muy seriamente la posibilidad
de llevar a cabo una politica que asegure que todos los estudiantes de secundaria pasen

por un curso de dlgebra y geometria” >

¢Qué variables latentes podrian explicar la asociacion entre pasar por diver-
sos cursos de matemadticas y el éxito en la universidad? Explica por qué exigir

2De un articulo de Gannett News Service que aparecié el 23 de abril de 1994 en el Journal and
Courier, Lafayette, Indiana.
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haber estudiado dlgebra y geometria seguramente tendrfa poco efecto sobre los
estudiantes universitarios que tienen éxito.

2.61. Comprension de textos escritos y tamafio del pie. Un estudio con nifios
de 6 a 11 afios que asisten a una escuela de primaria halla una fuerte correlacién
positiva entre el ntimero de calzado x y la nota obtenida en una prueba de com-
prension de textos escritos. ;Qué explica esta correlacién?

2.62. Los edulcorantes artificiales, ;provocan un aumento de peso? La gente que
utiliza edulcorantes artificiales en vez de aztcar tiende a tener mas peso que la
gente que toma azucar. ;Significa esto que los edulcorantes artificiales provocan
un aumento de peso? Da una explicacién més plausible para esta asociacion.

2.63. Calificaciones de Lengua y Matematicas. La tabla 2.1 proporciona datos so-
bre la educacion en los diversos Estados de EE UU. La correlacién en cada Estado
entre la media de las calificaciones de Matematicas y la media de las calificaciones
de Lengua en la prueba SAT es r = 0,970.

(a) Halla r* y explica con palabras sencillas qué nos indica este namero.

(b) Si calcularas la correlacién entre las calificaciones de Matematicas y las de
Lengua en la prueba SAT de un gran nimero de estudiantes individuales, ;crees
que la correlacion seria 0,97 o bastante distinta? Justifica tu respuesta.

2.64. El1 té, ;beneficia a los ancianos? Un grupo de estudiantes universitarios cree
que el té tiene efectos muy beneficiosos para la salud. Para verificarlo, los estu-
diantes decidieron hacer una serie de visitas semanales a una residencia de an-
cianos. En cada una de estas visitas los estudiantes servian té a los residentes. El
personal que los atendia se percaté de que al cabo de unos meses muchos de los
residentes se mostraban mds alegres y tenfan un aspecto mas saludable. Un so-
ciélogo, algo escéptico, felicita a los estudiantes por sus buenas intenciones pero
no acaba de creerse que el té ayudara a los ancianos. Identifica las variables expli-
cativa y respuesta de este estudio. Explica qué variables latentes pueden explicar
la asociacién observada.

2.65. ;Es interesante estudiar idiomas? Los miembros del seminario de idiomas
de una escuela de secundaria creen que el estudio de una lengua extranjera me-
jora el dominio de la lengua propia de los estudiantes. De los archivos de la es-
cuela, los investigadores obtienen las calificaciones de los exdmenes de Lengua
de los estudiantes de los tltimos cursos. La media de las calificaciones de los
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alumnos que estudiaron una lengua extranjera durante al menos dos afnos es mu-
cho mads alta que la de los alumnos que no la estudiaron. El director de la escuela
argumenta que estos datos no constituyen una buena evidencia de que el estudio
de lenguas extranjeras aumente el dominio de la lengua propia. Identifica las va-
riables explicativa y respuesta de este estudio. Luego, explica qué variable latente
anula la conclusion de que el estudio de lenguas mejora el dominio de la lengua

propia.

2.66. Formacion e ingresos. Existe una fuerte correlacioén positiva entre los afios
de escolarizacién x y los ingresos a lo largo de la vida y de los hombres en Europa.
Una posible razén de esta asociacién es causal: mas educacién conduce a empleos
mejor pagados. De todas formas, variables latentes podrian explicar una parte de
la correlacion. Sugiere algunas variables latentes que explicarian por qué los hom-
bres con mas formacién ganan mas.

2.67. Las lineas de alta tension, ;provocan cancer? Se ha sugerido que los cam-
pos electromagnéticos como los que se hallan junto a las lineas de alta tensiéon
pueden causar leucemia en los nifios. Estudios minuciosos sobre el tema no han
hallado ninguna asociacién entre la exposicion a campos electromagnéticos y la
leucemia infantil.*

Sugiere algunas variables latentes sobre las que quisieras informacién con el
objetivo de investigar la afirmacién de que vivir junto a una linea de alta tensién
estd asociado con el cancer.

2.6 Relaciones entre variables categéricas’

Hasta ahora, nos hemos concentrado en relaciones en las que al menos la varia-
ble respuesta era cuantitativa. Ahora nos interesaremos en relaciones entre dos
0 mds variables categoricas. Algunas variables —como son el sexo, la raza o la
profesiéon— son intrinsecamente categéricas. Otras variables categéricas se crean
agrupando valores de variables cuantitativas en clases. Cuando se publican da-
tos, a menudo se presentan en forma agrupada para ahorrar espacio. Para ana-
lizar datos categoéricos utilizamos recuentos o porcentajes de los individuos que
componen las distintas clases o categorias.

30Gary Taubes, “Magnetic field-cancer link: will it rest in peace?”, Science, 277, 1997, pag. 29.
*“El contenido de este apartado es importante en estadistica, pero en este libro no se necesita hasta
el capitulo 8. Puedes omitirlo si no tienes pensado leer el capitulo 8, o retrasar su lectura hasta que no
llegues a dicho capitulo.
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EJEMPLO 2.19. Edad y educacion

La tabla 2.10 presenta datos sobre el nimero de afios de escolarizacién de ciuda-
danos estadounidenses de distintas edades. Muchos menores de 25 afios todavia
no han completado su educacién, por lo que no se encuentran en la tabla. Las
variables edad y educacién se han agrupado en categorias. La tabla 2.10 es una
tabla de contingencia, ya que describe dos variables categoricas. La educacién es
la variable fila, puesto que cada fila de la tabla describe a personas con un deter-
minado nivel educativo. La edad es la variable columna, porque cada columna
de la tabla describe a un grupo de edad distinto. Los valores de la tabla son los
recuentos del ntimero de personas que pertenecen a cada una de las categorias
combinadas: edad y educacién. Aunque las dos variables de la tabla son catego-
ricas, las categorias de cada una de ellas se pueden ordenar de manera natural de
menor a mayor. El orden de las columnas y de las filas de la tabla 2.10 refleja una
ordenacion natural de las distintas categorias. B

Tabla 2.10. Afios de escolarizacién segtin edad, datos de 1995 (en miles de personas).

Grupo de edad
Educacién 25a34 35a54 Mayores de 55 Total
No completaron secundaria 5.325 9.152 16.035 30.512
Completaron secundaria 14.061 24.070 18.320 56.451
De 1 a 3 cursos en la universidad 11.659 19.926 9.662 41.247
4 0 mas cursos en la universidad 10.342 19.878 8.005 38.225
Total 41.388 73.028 52.022 166.438

2.6.1 Distribuciones marginales

¢{Cémo podemos captar mejor la informacién contenida en la tabla 2.10? En pri-
mer lugar, fijate en la distribucion de cada variable de forma separada. La distribucién
de una variable categoérica tan sélo dice con qué frecuencia ha ocurrido cada re-
sultado. La columna “Total”, situada a la derecha de la tabla, contiene los totales
de cada fila. Estos totales de las filas dan la distribucién de la educacién (la varia-
ble fila) entre toda la gente mayor de 25 afios: 30.512.000 personas no completaron
sus estudios de secundaria, 56.451.000 terminaron secundaria pero no fueron a la
universidad, etc. De la misma manera, la fila “Total” en la parte inferior de la ta-
bla da la distribucién segtin la edad. Si la columna y la fila de totales no estdn,
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lo primero que hay que hacer al analizar una tabla de contingencia es calcularlas.
Las distribuciones de la variable fila y de la variable columna, de forma separada,
se llaman distribuciones marginales, ya que aparecen en los mérgenes derecho
e inferior de la tabla de contingencia.

Si compruebas el calculo de la fila y de la columna de totales de la tabla 2.10,
encontrards algunas discrepancias. Por ejemplo, la suma de los valores de la co-
lumna “25 a 34” es de 41.387 personas. El valor de la columna de totales para esta
columna es de 41.388 personas. La explicacion es el error de redondeo. Los valo-
res de la tabla se expresan en miles de personas y cada valor se ha redondeado
hasta el millar més préximo. Los técnicos que obtuvieron los totales lo hicieron
a partir de los ntimeros exactos de personas entre 25 y 34 afios, y posteriormente
los redondearon. El resultado fue de 41.388.000 personas. Si se suman los valores
ya redondeados que aparecen en la fila, se obtiene un valor ligeramente distinto.

A menudo, los porcentajes se captan mads facilmente que los recuentos. Pode-
mos expresar la distribucién marginal de la educacién en forma de porcentajes
dividiendo los valores de la columna de totales por el total de la tabla y multipli-
cando por cien.

EJEMPLO 2.20. Cdlculo de la distribucién marginal

El porcentaje de personas mayores de 25 afios que completaron al menos 4 cursos
universitarios es

total con 4 afios de universidad 38,225

total - 166,438 = 09230 = 23,0 Yo

Haremos tres cdlculos més para obtener la distribucién marginal de la educa-
cién en porcentajes. Aqui los tienes.

Educacién Porcentaje
No completaron secundaria 18,3
Completaron secundaria 33,9
De 1 a 3 cursos en la universidad 24,8
4 0 més cursos en la universidad 23,0

El total es el 100%, ya que cada individuo pertenece a uno de los cuatro gru-
pos educativos.

Distribu-
ciones
marginales

Error de
redondeo



176 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

40

30
7]
o)
=
B
T
[
=
© 20
<
8
=
[}
|9}
-
9]
~

10

0 ” p
No completaron  S6lo completaron De 1 a 3 cursos 4 0 mas cursos
estudios estudios universitarios universitarios
de secundaria de secundaria

Afos de escolarizacion

Figura 2.19. Diagrama de barras de la distribuciéon de la educacion entre la
gente con mds de 25 anos. Este diagrama corresponde a una de las distribu-
ciones marginales de la tabla 2.10.

Cada distribucién marginal de una tabla de contingencia es la distribucién de
una sola variable categorica. Tal como vimos en el capitulo 1, podemos utilizar un
diagrama de barras o un diagrama de sectores para mostrar esta distribucién. La
figura 2.19 es un diagrama de barras sobre la distribucién de la escolarizacién.
Vemos que la gente con al menos algtn afio en la universidad constituye casi la
mitad de la poblacién con més de 25 afios.

Cuando trabajes con tablas de contingencia, tendrds que calcular porcenta-
jes, muchos porcentajes. He aqui una orientacién para ayudar a decidir qué frac-
cion da el porcentaje que quieres. Pregunta: “;qué grupo representa el total sobre
el que quiero el porcentaje?”. El recuento de este grupo es el denominador del
cociente que permite obtener el porcentaje. En el ejemplo 2.20, querfamos el por-
centaje “de gente mayor de 25 afios”, por tanto, el recuento de gente mayor de
25 arfios (el total de la tabla) es el denominador.
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.68. Los recuentos de la columna “Total” situada a la derecha de la tabla 2.10
son recuentos de gente en cada grupo educativo. Explica por qué la suma de es-
tos recuentos no es igual a 166.438, el total que aparece a la derecha de la dltima
fila de la tabla.

2.69. A partir de los recuentos de la tabla 2.10, halla, en forma de porcentajes, la
distribucién marginal de la edad para la gente mayor de 25 afos.

2.70. Habitos fumadores de padres e hijos. Tenemos datos de ocho escuelas de
secundaria sobre el consumo de tabaco entre los estudiantes y entre sus padres.”

Estudiantes Estudiantes

Habitos de los padres fumadores no fumadores
Los dos padres fuman 400 1.380
S6lo uno de los padres fuma 416 1.823
Ninguno de los dos padres fuma 188 1.168

(a) ;A cuantos estudiantes describen estos datos?

(b) ;Qué porcentaje de estos estudiantes son fumadores?

(c) Halla la distribucién marginal del consumo de tabaco de los padres de dos
maneras, con recuentos y en porcentajes.

2.6.2 Descripcién de relaciones

La tabla 2.10 contiene, aparte de las dos distribuciones marginales de la edad y la
educacion, mucha més informacién. La naturaleza de la relacion entre la edad
y la educacién no se puede deducir a partir de las distribuciones marginales; es
necesaria toda la tabla. Para describir las relaciones entre variables categéricas,
calcula los porcentajes apropiados a partir de los recuentos. Utilizamos por-
centajes porque los recuentos suelen ser dificiles de comparar directamente. Por
ejemplo, 19.878.000 personas entre 35 y 54 afios completaron sus estudios univer-
sitarios, mientras que s6lo 8.005.000 personas con al menos 55 los completaron.

s1g v, Zagona (ed.), Studies and Issues in Smoking Behavior, University of Arizona Press, Tucson,
1967, pégs. 157-180.
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El grupo maés joven es mucho mayor; por tanto, no podemos comparar directa-
mente estos recuentos.

EJEMPLO 2.21. Educacién universitaria

¢ Qué porcentaje de personas entre 25 y 34 afios completaron 4 cursos de estudios
universitarios? Se trata del recuento de personas entre 25 y 34 afios que comple-
taron 4 cursos universitarios expresado como porcentaje del total de personas de

este grupo de edad:
10,342

41,388

= 0,250 = 25,0%

“Las personas entre 25 y 34” es el grupo del cual queremos un porcentaje;
por tanto, el recuento de este grupo es el denominador. De la misma manera,
halla el porcentaje de gente de cada grupo de edad con al menos 4 cursos en la
universidad. La comparacién de los tres grupos es

Grupos de edad Porcentaje de alumnos
con al menos 4 cursos universitarios
25-34 25,0
35-54 27,2
55 0 mas 15,4

Estos porcentajes nos ayudan a ver como la educacién universitaria es menos
frecuente entre los estadounidenses de 55 o mds afios que entre adultos mas jo-
venes. Este es una aspecto importante de la asociaciéon entre edad y educaciéon. B

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.71. Utilizando los recuentos de la tabla 2.10, halla el porcentaje de gente de cada
grupo de edad que no terminé la secundaria. Dibuja un diagrama de barras para
comparar estos porcentajes. Explica lo que muestran los datos.

2.72. Huevos de serpientes de agua. ;,Cémo influye la temperatura sobre la eclo-
sién de los huevos de serpiente de agua? Unos investigadores distribuyeron hue-
vos recién puestos a tres temperaturas: caliente, templada y fria. La temperatura
del agua caliente era el doble de la temperatura de la hembra de serpiente de
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agua y la temperatura del agua fria era la mitad de la temperatura corporal de la
hembra de serpiente de agua. He aqui los datos sobre el nimero de huevos y el
numero de huevos que eclosionaron:*

Fria Templada Caliente

Numero de huevos 27 56 104
Huevos eclosionados 16 38 75

(a) Construye una tabla de contingencia con la temperatura y el resultado de
la eclosién (si o0 no).

(b) Calcula el porcentaje de huevos de cada grupo que eclosioné. Los investi-
gadores opinaban que los huevos no eclosionarian en agua fria. Los datos, ;apo-
yan esta opinién?

2.6.3 Distribuciones condicionales

El ejemplo 2.21 no compara las distribuciones de la educacién de los tres grupos
de edad. S6lo compara los porcentajes de la gente con al menos 4 cursos univer-
sitarios. Vamos a ver la situacion completa.

EJEMPLO 2.22. Cilculo de distribuciones condicionales

La informacién sobre el grupo de edad entre 25 y 34 afos aparece en la primera
columna de la tabla 2.10. Para hallar la distribucién completa de la educacién en
este grupo, mira sé6lo esta columna. Transforma cada recuento en un porcentaje
en relacién con el total de la columna, 41.338. He aqui la distribucién:

No terminaron Terminaron De 1 a3 cursos 4 0 mads cursos
secundaria secundaria  universitarios universitarios

Porcentaje 12,9 34,0 28,2 25,0

La suma de estos porcentajes tiene que ser 100, ya que todos los individuos de
25 a 34 afios pertenecen a alguna de las categorias educativas (de hecho, la suma

32R. Shine, T. R. L. Madsen, M. J. Elphick y P. S. Harlow, “The influence of nest temperatures and
maternal brooding on hatchling phenotypes in water pythons”, Ecology, 78, 1997, pags. 1.713-1.721.
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es 100,1 debido al error de redondeo). Estos cuatro porcentajes son la distribu-
cién condicional de la educacién dado que una persona tiene entre 25 y 34 afios.
Utilizamos el término “condicional” porque la distribucién se refiere sélo a las
personas que satisfacen la condicién de tener entre 25 y 34 afios. B

Ahora ffjate en la segunda (gente de 35 a 54 afios) y en la tercera columna
(gente de 55 0 més afios) de la tabla 2.10 para hallar dos distribuciones condicio-
nales mas. Los programas estadisticos pueden expresar radpidamente los valores
de cada columna como porcentajes en relacion con el total de la columna. La figu-
ra 2.20 muestra este resultado. El programa hall6 los totales de filas y columnas a
partir de los valores de la tabla; pueden ser distintos de los de la tabla 2.10.

Cada celda de esta tabla contiene el recuento de la tabla 2.10, asi como este
recuento expresado como un porcentaje del total de la columna. Los porcentajes
de cada columna constituyen la distribuciéon condicional de los afios de escolari-
zacién de cada grupo de edad. Los porcentajes de cada columna suman 100%, ya
que se tiene en cuenta a toda la gente de cada grupo de edad. La comparacién de
las distribuciones condicionales pone de manifiesto el tipo de asociacién existen-
te entre edad y educacién. La distribucién de la educacién en los dos grupos maés
jovenes es bastante similar; sin embargo, la educacién superior es menos comun
en el grupo de gente de 55 o més afios.

TABLA DE EDUCACION POR EDAD
EDUCACION EDAD

Frequency
Col Pct 256-34 | 35-54 | 55 over Total
NoSecund 5325 9152 16035 30512

12.87 | 12.53 30.82
SoloSecund | 14061 | 24070 18320 56451
33.97 | 32.96 35.22

Univ_1_3 11659 | 19926 9662 41247
28.17 | 27.29 18.57

Univ_sup4 10342 | 19878 8005 38225
24.99 | 27.22 15.39

Total 41387 73026 52022 166435

Figura 2.20. Resultados del SAS de la tabla de contingencia
de edad por educacién, con las distribuciones condicionales de la
educacién en cada grupo de edad. Los porcentajes de cada colum-
na suman 100%.
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Figura 2.21. Diagrama de barras para comparar los niveles educativos de tres
grupos de edad. Dentro de cada nivel educativo, cada barra compara los por-
centajes de tres grupos de edad.

Los diagramas de barras pueden ayudar a visualizar una asociacién. Dibuja-
remos tres diagramas de barras en un mismo gréfico, cada uno de ellos similar
al de la figura 2.19, para mostrar las tres distribuciones condicionadas. La figu-
ra 2.21 muestra una forma alternativa de diagrama de barras. Cada conjunto de
tres barras compara los porcentajes en cada uno de los grupos de edad que ha al-
canzado un determinado nivel educativo. Es facil ver que las barras de “25 a 34”
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y de “35 a 54” son similares en los cuatro niveles de educacién, y que las barras
de “55 0 més afios” muestran que mucha més gente de este grupo no terminé
secundaria y que muy pocos llegaron a la universidad.

No existe ningtin grafico (como por ejemplo los diagramas de dispersién) que
visualice la forma de la relacién entre variables categéricas. Tampoco existe nin-
gun resumen numérico (como por ejemplo la correlacién) que valore la fuerza de
la asociacion. Los diagramas de barras son lo suficientemente flexibles como para
visualizar las comparaciones que quieras mostrar. Como resiimenes numéricos
utilizaremos los porcentajes adecuados. Debes decidir qué porcentajes necesitas.
He aqui una sugerencia: compara las distribuciones condicionales de la variable
respuesta (educacién) correspondientes a cada uno de los valores de la varia-
ble explicativa (edad). Es lo que hicimos en la figura 2.20.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.73. Halla la distribucién condicional de la edad entre la gente con al menos
4 cursos universitarios. Parte de los recuentos de la tabla 2.10. (Para hacerlo, fijate
s6lo en la fila de “4 0 mds cursos en la universidad” de la tabla.)

2.74. Planes profesionales de hombres y mujeres. Un estudio sobre los planes
profesionales de mujeres y hombres jévenes envié cuestionarios a los 722 alum-
nos de una clase de tltimo curso de Administracién de Empresas de la University
of Illinois. Una de las preguntas formuladas era qué especialidad habian escogi-
do. He aqui datos sobre lo que contestaron los alumnos.”

Mujeres Hombres

Contabilidad 68 56
Administracién 91 40
Economia 5 6
Finanzas 61 59

(a) Halla la distribucién de la especialidad condicionada al sexo de los estu-
diantes. A partir de tus resultados describe las diferencias entre hombres y mujer
con un gréafico y con palabras.

33E. D. Blau y M. A. Ferber, “Career plans and expectations of young women and men”, Journal of
Human Resources, 26, 1991, pags. 581-607.
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(b) ;Qué porcentaje de estudiantes no respondié el cuestionario? La falta de
respuesta debilita los resultados obtenidos.

2.75. He aqui los totales de filas y columnas de una tabla de contingencia con dos
filas y dos columnas.

Halla dos diferentes conjuntos de recuentos 4, b, ¢ y d que den los mismos tota-
les. Este ejercicio muestra que la relacién entre dos variables no se puede obtener
a partir de las distribuciones individuales de las variables.

2.6.4 Paradoja de Simpson

Tal como ocurre con las variables cuantitativas, los efectos de las variables laten-
tes pueden cambiar e incluso invertir las relaciones observadas entre dos varia-
bles categodricas. He aqui un ejemplo hipotético que muestra las sorpresas que
pueden aguardar a quien utiliza, confiado, datos estadisticos.

EJEMPLO 2.23. ;Qué hospital es mds seguro?

Para ayudar a los ciudadanos a tomar decisiones sobre el cuidado de su salud,
en Estados Unidos se publican datos sobre los hospitales del pais. Imaginate que
quieres comparar el Hospital A con el Hospital B de una misma ciudad. He aqui
una tabla de contingencia con los datos sobre la supervivencia de los enfermos
después de ser operados en estos dos hospitales. Todos los pacientes que han

sido operados ultimamente estdn incluidos. “Sobrevivié” significa que el paciente
vivié al menos durante las 6 semanas siguientes a la operacion.

Hospital A Hospital B

No sobrevivieron 63 16
Sobrevivieron 2.037 784

Total 2.100 800
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63
2.100

que han sido operados en él, mientras que el Hospital B pierde s6lo un 2% (

La evidencia parece clara: el Hospital A pierde un 3% (523-) de los pacientes

16
8007/°

Parece que te conviene escoger el Hospital B si necesitas operarte.

No obstante, no todas las operaciones son igual de complejas. Mas adelan-
te, en este mismo informe, los pacientes que ingresan en cada hospital aparecen
clasificados de acuerdo con el estado general de salud que tenian antes de la ope-
racion. Se clasifican en dos grupos, los de buena salud y los de salud delicada.
He aqui estos datos mas detallados. Comprueba que los valores de la tabla de
contingencia original no son més que la suma de los dos tipos de pacientes de las
dos tablas siguientes.

Buena salud Salud delicada

Hospital A Hospital B Hospital A Hospital B
No sobrevivieron 6 8 No sobrevivieron 57 8
Sobrevivieron 594 592 Sobrevivieron 1.443 192
Total 600 600 Total 1.500 200

jAja! El Hospital A gana al Hospital B en el caso de los pacientes con buena

salud: s6lo el 1% (&) de los pacientes ingresados en el Hospital A fallecieron,

mientras que en el Hospital B esta cifra fue del 1,3% (). El Hospital A también
57

es mejor para los pacientes delicados de salud; este hospital pierde el 3,8% (125

mientras que el Hospital B pierde el 4% (5) de los pacientes. Por tanto, el Hos-

pital A es mas seguro para los dos tipos de pacientes, los de buena salud y los de

salud delicada. Si tienes que operarte, te conviene escoger el Hospital A. B

El estado general de salud de los pacientes es una variable latente cuando
comparamos las tasas de mortalidad en los dos hospitales. Cuando ignoramos
esta variable latente, el Hospital B parece mds seguro, a pesar de que el Hospi-
tal A es mejor para los dos tipos de pacientes. ;Cémo es posible que A sea mejor
en cada grupo y peor en conjunto? Mira los datos. El Hospital A es un centro
médico que atrae a pacientes muy enfermos de toda la regién. Tenfa 1.500 pa-
cientes con salud delicada. El Hospital B tenia s6lo 200 de este tipo. Como los
pacientes con salud delicada tienen més probabilidades de morir, el Hospital A
tiene una tasa de mortalidad mayor a pesar de los buenos resultados que obtiene
con los dos tipos de pacientes. La tabla de contingencia original, que no tenfa en
cuenta el estado general de salud de los pacientes, era engafiosa. El ejemplo 2.23
ilustra la paradoja de Simpson.
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PARADOJA DE SIMPSON

La paradoja de Simpson se refiere al cambio de sentido de una compara-
cién o de una asociaciéon cuando datos de distintos grupos se combinan
en un solo grupo.

Las variables latentes de la paradoja de Simpson son categoricas. Es decir,
clasifican a los individuos en grupos, como cuando los pacientes operados se cla-
sificaron en pacientes con buena salud y pacientes con salud delicada. La para-
doja de Simpson no es mds que un caso extremo del hecho de que asociaciones
observadas pueden ser engafiosas cuando hay variables latentes.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

2.76. Retrasos en los aeropuertos. He aqui el niimero de vuelos que llegaron a
la hora prevista y el niimero de vuelos que llegaron con retraso de dos compa-
fifas aéreas en cinco aeropuertos de EE UU en un determinado mes. A menudo,
los medios de comunicacién dan a conocer los porcentajes de vuelos, de las distin-
tas companiias, que llegan a la hora. El aeropuerto de procedencia es una variable
latente que puede hacer que los datos que dan los medios de comunicacién sean
enganosos.*

Alaska Airlines America West

Alahora Conretraso Alahora Con retraso

Los Angeles 497 62 694 117
Phoenix 221 12 4.840 415
San Diego 212 20 383 65
San Francisco 503 102 320 129
Seattle 1.841 305 201 61

(a) ;Qué porcentaje de vuelos de Alaska Airlines llegan con retraso? ;Qué
porcentaje de vuelos de America West llegan con retraso? Estos son los datos
que, en general, dan a conocer los medios de comunicacién.

34A. Barnett, “How numbers can trick you”, Technology Review, octubre 1994, pags. 38-45.
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(b) Ahora considera los datos de cada aeropuerto por separado, ;qué porcen-
taje de vuelos de Alaska Airlines llegan con retraso? ;Y de America West?

(c) Considerando los aeropuertos por separado, America West es la peor com-
pafia. Sin embargo, considerando todos los aeropuertos conjuntamente es la me-
jor. Parece una contradiccion. Explica cuidadosamente, basdandote en los datos,
cémo se puede explicar. (Los climas de Phoenix y Seattle pueden explicar este
ejemplo de paradoja de Simpson.)

2.77.Razay condena a muerte. El hecho de que un acusado de asesinato sea con-
denado o no a muerte parece estar influenciado por la raza de la victima. Tenemos
datos de 326 casos en los que el acusado fue declarado culpable de asesinato:*

Acusado blanco  Acusado negro
Pena de muerte Pena de muerte

Si No Si No
Victima blanca 19 132 11 52
Victima negra 0 9 6 97

(a) Utiliza estos datos para construir una tabla de contingencia que relacione
la raza del acusado (blanco o negro) con la pena de muerte (sf 0 no).

(b) Constata que se cumple la paradoja de Simpson: en conjunto, un mayor
porcentaje de acusados blancos son condenados a pena de muerte; en cambio,
considerando de manera independiente a las victimas blancas y a las negras, el
porcentaje de acusados negros condenados a muerte es mayor que el de blancos.

(c) Utiliza los datos para explicar, en un lenguaje que pueda entender un juez,
por qué se da la paradoja.

RESUMEN DE LA SECCION 2.6

Una tabla de contingencia de recuentos describe la relacién entre dos variables
categoricas. Los valores de la variable fila identifican las filas de la tabla. Los
valores de la variable columna identifican las columnas. A menudo, las tablas de
contingencia se utilizan para resumir grandes cantidades de datos agrupando los
resultados en categorias.

%M. Radelet, “Racial characteristics and imposition of the death penalty”, American Sociological
Review, 46, 1981, pags. 918-927.
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La columna de totales y la fila de totales de una tabla de contingencia dan
las distribuciones marginales de las dos variables de forma separada. Las distri-
buciones marginales no dan informacién sobre la relacion entre las variables.

Para hallar la distribucién condicional de la variable fila con relacién a un
valor determinado de la variable columna, fijate s6lo en esa columna de la tabla.
Expresa cada valor de la columna como un porcentaje del total de la columna.

Existe una distribucién condicional de la variable fila para cada columna de
la tabla. La comparacién de estas distribuciones condicionales es una manera
de mostrar la asociacién entre la variable fila y la variable columna. Es especial-
mente ttil cuando la variable columna es la variable explicativa.

Los diagramas de barras son una manera flexible de presentar las variables
categoricas. No existe una sola manera de representar la asociaciéon entre dos va-
riables categoricas.

Una comparacién entre dos variables que se cumple para cada uno de los
valores individuales de una tercera variable, puede cambiar o incluso invertirse
cuando se agregan los datos correspondientes a todos los valores de la tercera
variable. Esto constituye la paradoja de Simpson. Esta paradoja es un ejemplo
del efecto de las variables latentes sobre una determinada asociacién.

EJERCICIOS DE LA SECCION 2.6

Graduados universitarios. Los ejercicios 2.78 a 2.82 se basan en la tabla 2.11. Esta
tabla de contingencia proporciona datos sobre los estudiantes matriculados en el
otofio de 1995, tanto en universidades estadounidenses que ofrecen s6lo primer
ciclo, como en universidades que ofrecen primer y segundo ciclo.*

2.78.(a) ;Cuéntos estudiantes estdn matriculados en primer o en segundo ciclo?

(b) ;Qué porcentaje de estudiantes de entre 18 y 24 afios se matricularon?

(c) Halla los porcentajes de los estudiantes con edades entre 18 y 24 afios
que estan matriculados en las opciones que aparecen en la tabla 2.11. Dibuja un
diagrama de barras para comparar estos porcentajes.

(d) El grupo de estudiantes con edades entre 18 y 24 afios es el grupo de
edad tradicional para estudiantes universitarios. Resume brevemente lo que has
aprendido a partir de los datos sobre el predominio de este tipo de estudiantes
en los distintos estudios universitarios.

36Digest of Education Statistics 1997, National Centre for Education Statistics, pdgina web
<http:/ /www.ed.gov/NCES>.
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Tabla 2.11. Edad de los estudiantes universitarios de EE UU, otoiio de 1995
(en miles de estudiantes).

Primer ciclo Segundo ciclo
Edad Tiempo completo Tiempo parcial Tiempo completo Tiempo parcial
Menor de 18 41 125 75 45
Entre 18 a 24 1.378 1.198 4.607 588
Entre 25 a 39 428 1.427 1.212 1.321
Mayor de 40 119 723 225 605
Total 1.966 3.472 6.119 2.559

2.79.(a) Una asociacién de alumnos de primer ciclo pregunta: “;Qué porcentaje
de estudiantes de primer ciclo a tiempo parcial, tiene entre 25 y 39 afios?”

(b) Un banco que proporciona préstamos a adultos para estudios pregunta:
“:Qué porcentaje de estudiantes que tienen entre 25 y 39 afos estdn matriculados
en primer ciclo?”

2.80.(a) Halla la distribucién marginal de la edad entre todos los estudiantes; pri-
mero, en forma de recuentos y luego en forma de porcentajes. Dibuja un diagrama
de barras con estos porcentajes.

(b) Halla la distribucién condicional de la edad (en porcentajes) entre los
estudiantes matriculados a tiempo parcial en primer ciclo.

(c) Describe brevemente las diferencias mas importantes entre las dos distri-
buciones de edad.

(d) La suma de todos los valores de la columna “Primer ciclo. Tiempo par-
cial” no es la misma que el total que aparece en la tabla. ;Por qué?

2.81. Llama a los estudiantes de 40 o mds afios “estudiantes mayores”. Compara
la presencia de estos estudiantes en los 4 tipos de matriculacién, de forma numé-
rica y con un grafico. Resume tus hallazgos.

2.82. Pensando un poco puedes obtener mds informacién de la tabla 2.11 que
las distribuciones marginales y las distribuciones condicionales. En general, la
mayoria de estudiantes universitarios tienen entre 18 y 24 afios.
(a) (Qué porcentaje de universitarios se encuentran en este grupo de edad?
(b) ;Qué porcentaje de estudiantes de primer ciclo se hallan en ese grupo?
(0) ;Y de estudiantes a tiempo parcial?
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2.83. Muertes por armas de fuego en EE UU. Después de los accidentes de trafi-
co, las muertes por armas de fuego constituyen la segunda causa de mortalidad
no debida a enfermedades en EE UU. He aqui un estudio sobre las muertes re-
lacionadas con armas de fuego en Milwaukee, Wisconsin, entre 1990 y 1994.
Queremos comparar el tipo de arma utilizada en los homicidios y en los suici-
dios. Sospechamos que a menudo, para los suicidios, se utilizan armas de caza
(escopetas y rifles) que se tienen en casa. Compara con un diagrama de barras el
tipo de armas utilizadas en suicidios y homicidios. ;Qué diferencia existe entre
las armas utilizadas para cazar (escopetas y rifles) y las pistolas?

Pistola Escopeta Rifle Desconocido | Total

Homicidios 468 28 15 13 524
Suicidios 124 22 24 5 175

2.84. No-respuesta en una encuesta. Una escuela de empresariales realizé una
encuesta sobre las empresas de su entorno geografico. La escuela envié un cues-
tionario a 200 empresas pequefias, a 200 empresas medianas y a 200 empresas
grandes. La proporcién de no-respuesta es importante para decidir la fiabilidad
de los resultados. Los datos sobre las respuestas a esta encuesta son

Pequeiias Medianas Grandes

Respuesta 125 81 40
No-respuesta 75 119 160
Total 200 200 200

(a) ;Cuadl fue el porcentaje global de no-respuesta?

(b) Describe la relacién que existe entre las no-respuestas y el tamafio de la
empresa. (Utiliza los porcentajes para que tu descripcion sea precisa.)

(c) Haz un diagrama de barras para comparar los porcentajes de no-respuesta
en los tres tipos de empresas.

37S. W. Hargarten et al. “Characteristics of firearms involved in fatalities”, Journal of the American
Medical Association, 275, 1996, pags. 42-45.



190 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

2.85. Ayuda a adictos a la cocaina. La adiccién a la cocaina es dificil de superar.
Es posible que la administracién de antidepresivos pudiera ayudar a los adictos a
abandonar su habito. Un estudio de tres afios de duraciéon con 72 adictos crénicos
a la cocaina comparé un antidepresivo llamado desipramina con el litio y un
placebo. (El litio es un medicamento habitual para tratar la adiccién a la cocaina.
Un placebo es un falso medicamento utilizado para ver el efecto de tratamientos
sin medicacién.) Cada uno de estos tres medicamentos fue administrado al azar
a un tercio de los sujetos. He aqui los resultados:*

Reincidencia
Si No
Desipramina 10 14
Litio 18 6
Placebo 20 4

(a) Compara la efectividad de cada uno de los tratamientos para prevenir la
reincidencia en el hédbito. Utiliza porcentajes y dibuja un diagrama de barras.

(b) ;Crees que este estudio proporciona una evidencia sélida de que la desi-
pramina causa realmente una reduccién de la reincidencia?

2.86. Edad y estado civil de las mujeres. La siguiente tabla de contingencia des-
cribe la edad y el estado civil de las mujeres adultas estadounidenses en 1995. Los
valores de la tabla se expresan en miles de mujeres.

Estado civil

Edad (afios) | Soltera Casada Viuda Divorciada | Total

18a24 9.289 3.046 19 260 12.613
25a39 6.948  21.437 206 3.408 32.000
40 a 64 2307 26679 2219 5.508 36.713
> 65 768 7.767  8.636 1.091 18.264
Total 19312 58931 11.080 10.266 99.588

(a) Calcula la suma de los valores de la columna “Casada”. ;Por qué difiere
esta suma del valor que aparece en la columna de totales?

38D. M. Barnes, “Breaking the cycle of addiction”, Science, 241, 1988, pags. 1.029-1.030.
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(b) Halla la distribucién marginal del estado civil de las mujeres adultas (uti-
liza porcentajes). Dibuja un diagrama de barras para mostrar la distribucién.

(c) Compara las distribuciones condicionales del estado civil de las mujeres
con edades entre 18 y 24 afios, y de las mujeres entre 40 y 64. Describe brevemente
las principales diferencias entre estos dos grupos de mujeres apoyandote en los
valores porcentuales.

(d) Imaginate que quieres publicar una revista dirigida a mujeres solteras.
Halla la distribucién condicional de las edades entre las mujeres solteras. Mues-
tra esta distribucién mediante un diagrama de barras. ;A qué grupo o grupos de
edad se deberia dirigir tu revista?

2.87. ;Discriminacién? Un Instituto Superior de Empresariales imparte dos titu-
laciones: una de Direccién de Empresas y otra de Derecho. Los aspirantes a cursar
estudios en dicho centro deben superar una prueba de admisién. A continuacién,
se presentan dos tablas de contingencia en las que se clasifica a los aspirantes a
cursar estudios en cada una de las titulaciones en funcién del sexo y del resultado
en la prueba de admisién.*

Direccién de Empresas Derecho
Admitido No admitido Admitido No admitido
Hombre 480 120 Hombre 10 90
Mujer 180 20 Mujer 100 200

(a) Construye una tabla de contingencia con el sexo y el resultado de la prueba
de admisién para las dos titulaciones conjuntamente, sumando los recuentos de
cada tabla.

(b) A partir de la tabla anterior, calcula el porcentaje de hombres y de mujeres
admitidos. El porcentaje de hombres admitidos es superior al de mujeres.

(c) Calcula de forma independiente el porcentaje de mujeres y de hombres
admitidos segin se trate de aspirantes a Direccién de Empresas o a Derecho.
En ambas titulaciones la proporciéon de mujeres admitidas es superior a la de
hombres.

(d) Se cumple la paradoja de Simpson: en cada una de las dos titulaciones el
porcentaje de mujeres admitidas es superior al de hombres. Sin embargo, consi-
derando a todos los alumnos conjuntamente, el porcentaje de hombres admitidos

39P. J. Bickel y J. W. O’Connell, “Is there a sex bias in graduate admissions?”, Science, 187, 1975,
pégs. 398-404.
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es superior al de mujeres. Explica esta paradoja en un lenguaje sencillo, para que
lo pueda entender una persona que no tenga una especial formacion estadistica.

2.88. Obesidad y salud. Estudios recientes han puesto de manifiesto que los pri-
meros trabajos sobre obesidad subestimaron los riesgos para la salud asociados
con el sobrepeso. El error se debia a no tener en cuenta determinadas variables
latentes. En concreto, fumar tiende a reducir el peso, pero conduce a una muerte
mads temprana. Con esta variable latente, ilustra de forma simplificada la paradoja
de Simpson. Es decir, construye dos tablas de contingencia, una para fumadores y
otra para no fumadores, con las variables sobrepeso (51 0 No) y muerte temprana
(51 0 No). De manera que:

e Tanto los fumadores como los no fumadores con sobrepeso tiendan a mo-
rir antes que los que no tienen sobrepeso.

e Pero que cuando se combinen los fumadores y los no fumadores en una
sola tabla de contingencia con las variables sobrepeso y muerte temprana,
las personas sin sobrepeso tiendan a morir mds tempranamente.

REPASO DEL CAPITULO 2

El capitulo 1 trat6 sobre el andlisis de datos de una sola variable. En este capitulo,
hemos estudiado el anélisis de datos de dos 0 mds variables. El anélisis adecuado
depende de si las variables son categéricas o cuantitativas, y de si una es una
variable explicativa y la otra una variable respuesta.

Cuando tengas una variable categérica explicativa y una variable respuesta
cuantitativa, utiliza las herramientas del capitulo 1 para comparar las distribucio-
nes de la variable respuesta segtin las distintas categorias de la variable explica-
tiva. Dibuja histogramas, diagramas de tallos o diagramas de caja en un mismo
gréfico y compara las medianas y las medias. Si las dos variables son categodri-
cas, no existe ningtn grafico satisfactorio (aunque los diagramas de barras pue-
den ayudar). Describimos su relacién numéricamente comparando porcentajes.
La seccién 2.6, que es optativa, explica cémo hacerlo.

La mayor parte de este capitulo se concentra en la relacion entre dos variables
cuantitativas. La figura que aparece a continuacion organiza las principales ideas
de manera que se recalca que nuestras tacticas son las mismas que vimos cuando
nos enfrentamos con datos de una sola variable en el capitulo 1. He aqui una lista
de lo mas importante que tendrias que haber aprendido al estudiar este capitulo.
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Analisis de datos de dos variables

Representa tus datos graficamente.
Diagrama de dispersion

Interpreta lo que ves.
Direccién, forma, fuerza.
¢Relacién lineal?

(Resumen numérico?
X, Y, 8,8y yr?

¢:Modelo matematico?
(Recta de regresion?

A.DATOS

1. Reconocer si una variable es cuantitativa o categoérica.
2. Identificar la variable explicativa y la variable respuesta en situaciones donde
una variable explica o influye sobre otra.

B. DIAGRAMAS DE DISPERSION

1. Dibujar un diagrama de dispersion de dos variables cuantitativas, situando
la variable explicativa (si hay alguna) en el eje de las abscisas.

2. Anadir una variable categérica a un diagrama de dispersién utilizando un
simbolo gréfico diferente.

3. Describir la forma, la direccién y la fuerza del aspecto general del diagrama
de dispersién. En concreto, reconocer asociaciones positivas o negativas, una
relacién lineal y las observaciones atipicas en un diagrama de dispersion.

C. CORRELACION

1. Calcular, utilizando una calculadora, el coeficiente de correlacion r entre dos
variables cuantitativas.
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2. Conocer las propiedades bésicas de la correlacion: r s6lo mide la fuerza y la
direccién de relaciones lineales; siempre —1 < r < 1; r = £1 s6lo cuando
existe una perfecta relacién lineal entre dos variables; a medida que aumenta
la fuerza de la relacion lineal, r se aleja de 0 y se acerca a £1.

D. RECTAS

1. Explicar qué significan la pendiente b y la ordenada en el origen a en la ecua-
cién y = a + bx de una recta.
2. Representar gréficamente una recta a partir de su ecuacioén.

E. REGRESION

1. Calcular, utilizando una calculadora, la recta de regresiéon minimo-cuadrética
de una variable respuesta y respecto a una variable explicativa x a partir de
los datos.

2. Hallar la pendiente y la ordenada en el origen de la recta de regresién mini-
mo-cuadrdtica a partir de las medias, las desviaciones tipicas de x y de y, y
su correlacion.

3. Utilizar la recta de regresion para predecir y con una x dada. Reconocer la
extrapolacion y ser consciente de sus peligros.

4. Utilizar »* para describir qué parte de la variacién de una variable se puede
explicar a partir de la relacién lineal con otra variable.

5. Reconocer las observaciones atipicas y las observaciones influyentes poten-
ciales a partir de un diagrama de dispersion con la recta de regresién dibujada
en él.

6. Calcular los residuos y representar su distribucién respecto a la variable ex-
plicativa x o respecto a otras variables. Reconocer las distribuciones poco co-
munes.

F. LIMITACIONES DE LA REGRESION Y DE LA CORRELACION

1. Comprender que tanto r como la recta de regresién minimo-cuadrética pue-
den estar fuertemente influidas por unas pocas observaciones extremas.



Andlisis de relaciones (c.2) / 195

2. Saber que las correlaciones calculadas a partir de las medias de varias obser-
vaciones son en general mds fuertes que las correlaciones de observaciones
individuales.

3. Reconocer posibles variables latentes que puedan explicar la asociaciéon ob-
servada entre dos variables x e y.

4. Comprender que incluso una fuerte correlacién no significa que exista una
relacién causa-efecto entre x e .

G. DATOS CATEGORICOS (OPTATIVO)

1. Hallar, a partir de una tabla de contingencia de recuentos, las distribuciones
marginales de dos variables obteniendo las sumas de las filas y las sumas de
las columnas.

2. Expresar cualquier distribucién en porcentajes dividiendo los recuentos de
cada categoria por su total.

3. Describir la relacién entre dos variables categoricas calculando y comparando
los porcentajes. A menudo, esto exige comparar las distribuciones condicio-
nales de una variable para las distintas categorias de la otra variable.

4. Identificar la paradoja de Simpson y ser capaz de explicarla.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 2

2.89. El vino, ;es bueno para tu corazén? La tabla 2.4 proporciona datos sobre el
consumo de vino y muertes por ataques al corazén en 19 paises. Un diagrama de
dispersion (ejercicio 2.11) muestra una relacion relativamente fuerte.

(a) La correlacién para estas variables es ¥ = —0,843. ;Por qué la correlacién
es negativa? ;Qué porcentaje de la variacién de la tasa de mortalidad por ataques
al corazén se puede explicar a partir de la relacién lineal entre los ataques al
corazén y el consumo de vino?

(b) La recta de regresién minimo-cuadrética para la prediccion de la tasa de
ataques al corazon a partir del consumo de vino, calculada a partir de los datos
de la tabla 2.4, es

y = 260,56 — 22,969x

Utiliza esta ecuacién para predecir la tasa de mortalidad por ataques al co-
razén en un pais en el que el consumo de alcohol, procedente del vino, de los
adultos es de 4 litros anuales.
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(c) La correlacion en (a) y la pendiente de la recta de regresion minimo-cua-
drética en (b) son ambas negativas. ;Es posible que estos dos valores tengan sig-
nos distintos? Justifica tu respuesta.

2.90. Edad y educacién en EE UU. En general, el nivel educativo de la gente ma-
yor es menor que el de la gente més joven; por tanto, podemos sospechar que
existe una relacién entre el porcentaje de residentes de un Estado de 65 0 més afios
y el porcentaje de poblacién sin estudios universitarios. La figura 2.22 muestra la
relaciéon entre estas variables. Los datos son los que aparecen en la tablas 1.1 y 2.1.
40 1
35 1 ‘
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25 oo ’ ° ‘

20 -

15 1 . °

Porcentaje de residentes en cada Estado
sin estudios de secundaria
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4 6 8 10 12 14 16 18 20

Porcentaje de residentes de cada Estado
mayores de 65 afios

Figura 2.22. Diagrama de dispersién que relaciona el porcentaje de
residentes de cada Estado de EE UU sin estudios de secundaria con
el porcentaje de residentes de cada Estado mayores o iguales de
65 afios.
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(a) Explica lo que significa una asociacién positiva entre estas variables.

(b) En el diagrama destacan tres observaciones atipicas. Dos de ellas son Alas-
ka y Florida, que ya se identificaron como observaciones atipicas en el histograma
de la figura 1.2. La tercera observacion atipica, ja qué Estado corresponde?

(c) Siignoramos las observaciones atipicas, ¢la relacién entre las dos variables
tiene una forma y direccién claras? Justifica tu respuesta.

(d) Si calculamos la correlacién, con las tres observaciones atipicas y sin ellas,
obtenemos r = 0,054 y r = 0,259. ;Cuadl de estos valores corresponde a la corre-
lacién sin las observaciones atipicas? Justifica tu respuesta.

2.91. Comida en mal estado. He aqui datos sobre 18 personas que enfermaron
después de ingerir comida en mal estado.*’ Los datos dan la edad de cada persona
en afos, el periodo de incubacién (el tiempo en horas desde la ingestion de la
comida hasta la aparicién de los primeros sintomas) y si la victima sobrevivié (S)
o murié (M).

Persona Edad Incubacién Resultado | Persona Edad Incubacién Resultado
1 29 13 0 10 30 36 0
2 39 46 1 11 32 48 0
3 44 43 1 12 59 44 1
4 37 34 0 13 33 21 0
5 42 20 0 14 31 32 0
6 17 20 1 15 32 86 1
7 38 18 0 16 32 48 0
8 43 72 1 17 36 28 1
9 51 19 0 18 50 16 0

(a) Dibuja un diagrama de dispersién del tiempo de incubacién con relacién
a la edad. Utiliza simbolos distintos para las personas que murieron y para las
que sobrevivieron.

(b) ;Existe alguna relacion entre la edad y el tiempo de incubacién? Si existe,
describela.

(c) Mds importante, ;existe alguna relacion entre la edad o el periodo de in-
cubacioén y si la victima sobrevivié? Describe cualquier relacién que aqui parezca
importante.

(d) ;Existen observaciones atipicas que exijan un investigacion aparte?

40Datos proporcionados por Dana Quade, University of North Carolina.
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2.92. Nematodos y tomateras. Los nematodos son gusanos microscépicos. Tene-
mos datos de un experimento para estudiar el efecto que producen los nematodos
que se encuentran en la tierra en el crecimiento de las plantas. Un investigador
prepard 16 contenedores de siembra e introdujo en ellos diferentes cantidades
de nematodos. Luego, puso un plantén de tomatera en cada contenedor y a los
16 dias midi6 su crecimiento (en centimetros).*!

Nematodos Crecimiento (cm)

0 10,8 9,1 13,5 9,2
1.000 11,1 11,1 82 11,3
5.000 54 46 74 50

10.000 58 53 32 75

Analiza estos datos y presenta tus conclusiones sobre los efectos de los nema-
todos en el crecimiento de las plantas.

2.93. ; Valores calientes? En el mundo de las finanzas es frecuente describir el ren-
dimiento de un determinado valor mediante una recta de regresién que relaciona
el rendimiento del valor con el rendimiento general del mercado de valores. Esta
representacién nos ayuda a visualizar en qué medida el valor sigue la pauta ge-
neral del mercado. Analizamos el rendimiento mensual y de Philip Morris y los
rendimientos mensuales x del indice bursétil Standard & Poor’s correspondien-
te a 500 valores, que representa el mercado en su conjunto, entre julio de 1990 y
mayo de 1997. He aqui los resultados:

x =1,304 sy = 3,392 r =0,5251
7 =1,878 s, = 7,554

Un diagrama de dispersién muestra que no existen observaciones influyentes
destacables.

(a) A partir de esta informacion, halla la ecuacién de la recta minimo-cuadréati-
ca. (Qué porcentaje de la variacion de Philip Morris se explica por la relacién
lineal con el mercado en su conjunto?

(b) Explica la informacién que nos proporciona sobre la pendiente de la recta
sobre la respuesta de Philip Morris a las variaciones del mercado. Esta pendiente
se llama “beta” en teoria de inversiones.

“Datos proporcionados por Matthew Moore.
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(c) Los rendimientos de la mayoria de los valores estdn correlacionados po-
sitivamente con el rendimiento general del mercado. Es decir, cuando sube el
mercado, las acciones individuales también tienden a subir. Explica por qué un
inversor deberia preferir valores con beta > 1 cuando el mercado sube y acciones
con beta < 1 cuando el mercado baja.

2.94. La epidemia de gripe de 1918. El ejercicio 1.22 proporciona datos sobre la
gran epidemia de gripe de 1918. Los diagramas temporales parecen mostrar que
las muertes semanales siguen la misma pauta que los nuevos casos semanales
con aproximadamente una semana de retraso. Vamos a analizar detalladamente
esta relacion.*

(a) Dibuja tres diagramas de dispersion; en uno de ellos relaciona las muer-
tes semanales con los casos detectados la misma semana, en otro relaciona estas
muertes semanales con los casos detectados la semana anterior y en el tercero de
ellos relaciona las muertes semanales con los nuevos casos detectados dos sema-
nas antes. Describe y compara las relaciones que observes.

(b) Halla las correlaciones de cada una de las relaciones.

(c) ¢(Cuales son tus conclusiones? ;Cémo se predice mejor el ntimero de muer-
tes, con los nuevos casos de la misma semana, con los nuevos casos de la semana
anterior o los nuevos casos de dos semanas antes?

2.95. Salarios de mujeres. Un estudio de la National Science Foundation® de
EE UU, hall6 que la mediana del salario de ingenieras y cientificas estadouniden-
ses recién graduadas era s6lo un 73% de la mediana de sus homoélogos varones.
Ahora bien, cuando las recién graduadas se agrupaban por especialidades, la si-
tuacion era distinta. Las medianas de los salarios de las mujeres, expresadas como
un porcentaje de las medianas del salario de los hombres, en 16 campos de estu-
dio eran

94%  96%  98% 95% 85% 85% 84% 100%

103% 100% 107% 93% 104% 93% 106% 100%
(Coémo es posible que el salario de las mujeres se encuentre muy por debajo
del de los hombres cuando se consideran todas las disciplinas conjuntamente y,
en cambio, sea practicamente el mismo cuando se considera por especialidades?

42A. W. Crosby, America’s Forgotten Pandemic: The Influenza of 1918, Cambridge University Press,
New York, 1989.

#3National Science Board, Science and Engineering Indicators, 1991, U.S. Government Printing Office,
Washington, D.C., 1991. Los datos aparecen en la tabla 3-5 del apéndice.
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2.96. Transformacion de datos. Los ec6logos recogen datos para estudiar la na-
turaleza. La tabla 2.12 proporciona datos sobre la media del nimero de semillas
producidas durante un afio por algunas especies comunes de arboles y también
sobre el peso medio (en miligramos) de éstas. Algunas especies aparecen dos ve-
ces, ya que se han considerado en dos localidades. Creemos que los drboles con
semillas mds pesadas producirdn menos semillas, pero, ;cudl es la forma de la
relacién?*

Tabla 2.12. Peso y recuento del niimero de semillas producidas por especies arbéreas.

Especies Ntmero de Pesode | Especies Nimero de  Peso de

semillas semillas semillas semillas
Abedul para papel 27.239 0,6 Haya americana 463 247
Abedul amarillo 12.158 1,6 Haya americana 1.892 247
Picea del Canada 7.202 2,0 Encina 93 1.851
Picea de Engelman 3.671 3,3 Encina escarlata 525 1.930
Picea roja del Canada 5.051 3,4 Roble rojo americano 411 2.475
Tulipanero 13.509 9,1 Roble rojo americano 253 2475
Pino ponderosa 2.667 37,7 Avellano de América 40 3.423
Abeto 5.196 40,0 Roble blanco del Canada 184 3.669
Arce del aztcar 1.751 48,0 Roble blanco americano 107 4.535
Pino 1.159 216,0

(a) Dibuja un diagrama de dispersién que muestre cémo se puede explicar el
nimero de semillas producidas por un arbol, a partir del peso de éstas. Describe
la forma, la direccién y la fuerza de la relacion.

(b) Cuando tratamos con tamafios y pesos, los logaritmos de los datos ori-
ginales son a menudo la forma mas adecuada de expresar los datos. Utiliza tu
calculadora o un programa informético para calcular los logaritmos de los pesos
y recuentos de la tabla 2.12. Dibuja un nuevo diagrama de dispersién utilizando
los datos transformados. Ahora, jcudl es la forma, la direccién y la fuerza de la
relacién?

2.97. Hombres y mujeres. La altura media de las mujeres estadounidenses cuan-
do tienen 20 afios de edad es de aproximadamente 164 cm, con una desviacién
tipica de unos 6,35 cm. La altura media de los hombres de la misma edad es
de aproximadamente 174 cm, con una desviacién tipica de unos 6,86 cm. Si la

#D. F. Greene y E. A. Johnson, “Estimating the mean annual seed production of trees”, Ecology,
75,1994, pags. 642-647.
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correlacién entre las alturas de parejas de hombres y mujeres jévenes es aproxi-
madamente 7 = 0,5, ;cudl es la pendiente de la recta de regresiéon de la altura de
los hombres con relacién a la altura de sus mujeres en las parejas jovenes? Dibuja
un gréafico de esta recta de regresion. Predice la altura de un hombre cuya mujer
mide 170 cm de altura.

2.98. Un juego informatico. Un sistema multimedia para aprender estadistica
incluye una prueba para valorar la destreza de los sujetos en la utilizacién del
ratén (mouse). El programa informatico hace que aparezca, al azar, un circulo en
la pantalla. El sujeto tiene que situarse sobre el circulo y clicar tan rdpido como
pueda. Tan pronto como el usuario ha clicado sobre el circulo, aparece uno nuevo.
La tabla 2.13 proporciona datos sobre los ensayos realizados por un sujeto, 20 con
cada mano. “Distancia” es la distancia desde el centro del circulo al punto donde
se halla el cursor en el momento del clicado, las unidades de medida dependen
del tamario de la pantalla. “Tiempo” es el tiempo transcurrido entre el clicado de
dos circulos consecutivos, en milisegundos.*

Tabla 2.13. Tiempos de respuesta en un juego informatico.

Tiempo Distancia Mano Tiempo Distancia Mano
115 190,70 derecha 240 190,70 izquierda
96 138,52 derecha 190 138,52 izquierda
110 165,08 derecha 170 165,08 izquierda
100 126,19 derecha 125 126,19 izquierda
111 163,19 derecha 315 163,19 izquierda
101 305,66 derecha 240 305,66 izquierda
111 176,15 derecha 141 176,15 izquierda
106 162,78 derecha 210 162,78 izquierda
96 147,87 derecha 200 147,87 izquierda
96 271,46 derecha 401 271,46 izquierda
95 40,25 derecha 320 40,25 izquierda
96 24,76 derecha 113 24,76 izquierda
96 104,80 derecha 176 104,80 izquierda
106 136,80 derecha 211 136,80 izquierda
100 308,60 derecha 238 308,60 izquierda
113 279,80 derecha 316 279,80 izquierda
123 125,51 derecha 176 125,51 izquierda
111 329,80 derecha 173 329,80 izquierda
95 51,66 derecha 210 51,66 izquierda
108 201,95 derecha 170 201,95 izquierda

45P, Velleman, ActivStats 2.0, Addison-Wesley Interactive, Reading, Mass., 1997.
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(a) Sospechamos que el tiempo depende de la distancia. Dibuja un diagrama
de dispersién del tiempo con relacién a la distancia. Utiliza simbolos distintos
para cada mano.

(b) Describe la relacién que observas. ;Puedes afirmar que el sujeto es diestro?

(c) Halla la recta de regresion del tiempo con relacién a la distancia para las
dos manos de forma independiente. Dibuja estas rectas en tu diagrama. De las dos
regresiones, jcudl es mejor para predecir el tiempo a partir de la distancia? Da
medidas numéricas que describan la precisién de las dos regresiones.

(d) Debido al aprendizaje, es posible que el sujeto lo haga mejor en los tl-
timos ensayos. También es posible que lo haga peor debido a la fatiga. Dibuja
un diagrama de residuos en el que los residuos aparezcan ordenados de acuerdo
al orden de realizacién de los ensayos (de arriba abajo en la tabla 2.12). ;Existe al-
gun efecto sistematico en el orden de realizacién de las pruebas?

2.99. La tabla 2.1 proporciona datos sobre la educacién en los Estados de EE UU.
Utiliza un programa estadistico para examinar la relacién entre las calificaciones
de Mateméticas y de Lengua en la prueba SAT de la manera siguiente:

(@) Quieres predecir la calificacién de Matematicas en la prueba SAT de un Es-
tado a partir de su calificaciéon de Lengua. Con este fin, halla la recta de regresién
minimo-cuadrética. Sabes que la calificaciéon media de Lengua de un determina-
do Estado al afio siguiente fue 455. Utiliza tu recta de regresién para predecir su
calificacion media de Matematicas.

(b) Representa los residuos de tu regresion con relacién a la calificacion de
Lengua en la prueba SAT (un programa estadistico lo puede hacer). Hay un Es-
tado que constituye una observacién atipica, jcudl es? ;Tiene dicho Estado una
calificaciéon media de Matematicas més alta o mas baja que la que se hubiera pre-
dicho a partir de su calificacion media de Lengua?

Los siguientes ejercicios hacen referencia a la seccion 2.6, que es opcional.

2.100. Aspirina y ataques al corazén. ;Tomar aspirinas regularmente ayuda a
prevenir los ataques al corazén? Un estudio (Physicians’ Health Study) intentd
averiguarlo, tomando como sujetos a 22.071 médicos sanos que tenian al menos
40 afos. La mitad de los sujetos, seleccionados al azar, tom6 una aspirina un dia
si y otro no. La otra mitad tomé un placebo, una pildora falsa que tenia el mismo
aspecto y sabor que una aspirina. He aqui los resultados:* (La fila “Ninguno de
estos” se ha dejado fuera de la tabla.)

46 Aparecio en el 20 de julio de 1989 en el New York Tinmes.
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Grupodela Grupo del
aspirina placebo
Ataques al corazén mortales 10 26
Otro tipo de ataques al corazén 129 213
Embolias 119 98
Total 11.037 11.034

¢Qué indican los datos sobre la relacién que existe entre tomar aspirinas, y
los ataques al corazén y las embolias? Utiliza porcentajes para hacer mas precisos
tus razonamientos. ;Crees que el estudio proporciona suficiente evidencia de que
las aspirinas reducen los ataques al corazén (relaciéon causa-efecto)?

2.101. Suicidios. He aqui una tabla de contingencia sobre los suicidios ocurri-
dos en 1993, clasificados segtn el sexo de la victima y el método utilizado. Ba-
sandote en estos datos, escribe un breve informe sobre las diferencias entre los
suicidios de hombres y de mujeres. Asegtrate de que utilizas los recuentos y
los porcentajes adecuados para justificar tus afirmaciones.

Hombres Mujeres

Arma de fuego 16.381 2.559

Veneno 3.569 2.110
Ahorcamiento 3.824 803
Otros 1.641 623

2.102. Permanecer vivo y fumar. A mediados de los afios setenta, un estudio mé-
dico contact6 al azar con gente de un distrito de Inglaterra. He aqui los datos
sobre 1.314 mujeres que eran fumadoras habituales y mujeres que nunca habian
fumado. La tabla clasifica a estas mujeres segtn su edad en el momento inicial
de realizacién del estudio, segiin su situacién con relacién al tabaco y segtn si
permanecian vivas al cabo de 20 afios.*

De 18 a 44 afios De 45 a 64 afios Mayores de 65 afios

Fumadora No fumadora Fumadora No fumadora Fumadora No fumadora
Fallecidas 19 13 78 52 42 165
Vivas 269 327 167 147 7 28

4D. R. Appleton, J. M. French y M. P. J. Vanderpump, “Ignoring a covariate: an example of
Simpson’s paradox”, The American Statistician, 50, 1996, pags. 340-341.



204 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

(a) A partir de estos datos, construye una sola tabla de contingencia que rela-
cione fumar (si o no) con fallecer o vivir. ;Qué porcentaje de fumadoras perma-
neci6 con vida durante 20 afios? ;Qué porcentaje de no fumadoras sobrevivio?
Parece sorprendente que el porcentaje de mujeres que permaneci6 con vida fuera
mayor entre las fumadoras.

(b) La edad de la mujer en el momento inicial de realizaciéon del estudio es
una variable latente. Muestra que dentro de cada uno de los tres grupos de edad,
el porcentaje de mujeres que permanecié con vida después de 20 afios fue mayor
entre las no fumadoras. Estamos ante otro ejemplo de la Paradoja de Simpson.

(c) Los autores del estudio dieron la siguiente explicaciéon: “Entre las mujeres
mayores (de 65 0 més afios al inicio del estudio), pocas eran fumadoras; sin em-
bargo, muchas de ellas murieron durante el tiempo de seguimiento del estudio”.
Compara el porcentaje de fumadoras en cada uno de los tres grupos de edad para
verificar esta explicacién.



3.

OBTENCION DE DATOS

SIR RONALD A. FISHER

Las ideas y los métodos de lo que llamamos “estadistica” fueron inventa-
dos en su mayor parte durante los siglos XIX y XX por gente que trabajaba
con problemas que requerian el andlisis de datos. La astronomia, la biolo-
gia, la agronomia, las ciencias sociales e incluso la topografia pueden re-
clamar un papel en el nacimiento de la estadistica, pero el honor de ser el
“padre de la estadistica” corresponde a Sir Ronald A. Fisher (1890-1962).

Los escritos de Fisher ayudaron a organizar la estadistica como un
campo de estudio preciso cuyos métodos se aplican a problemas précti-
cos de muchas disciplinas. Fisher sistematiz6 la teoria matematica de la
estadistica e invent6 muchas técnicas nuevas, pero el experimento com-
parativo aleatorizado quizd sea su mayor contribucién.

Como muchos pioneros en el campo de la estadistica, los trabajos
de Fisher nacieron de la necesidad de resolver problemas practicos. En
1919, Fisher empez6 a trabajar en experimentos agricolas en la Estacién
Experimental de Rothamsted, Inglaterra. ;Cémo debemos organizar la
siembra de distintas variedades de un cultivo o la aplicaciéon de diferentes
fertilizantes para obtener comparaciones fiables? Debido a que la fertili-
dad y otras variables cambian a medida que nos desplazamos a lo largo
de un campo, los investigadores utilizaban complicados dispositivos ex-
perimentales para poder obtener comparaciones fiables. Fisher tuvo una
idea mejor: “escoger deliberadamente al azar las parcelas en las que se va
a plantar”.

Este capitulo explora el disefio estadistico como un instrumento para
obtener datos con el fin de responder a preguntas concretas como, “;cudl
es la variedad de un cultivo que tiene el rendimiento medio més alto?”.
La innovacién de Fisher, la utilizacion deliberada del azar para obtener
datos, es el tema central de este capitulo, y una de las ideas mds impor-
tantes de la estadistica.




Muestra
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3.1 Introduccidon

El andlisis exploratorio de datos busca descubrir y resumir la informacién que
contienen los datos utilizando gréficos y resimenes numéricos. Las conclusiones
que obtenemos del andlisis de datos se refieren a los datos concretos que exami-
namos. A menudo, sin embargo, queremos extender estas conclusiones a algtin
grupo mayor de individuos. Para obtener respuestas sélidas es necesario disefiar
la obtencién de datos de forma adecuada.

Supongamos que nuestra pregunta es “;Qué porcentaje de estadounidenses
adultos estd de acuerdo con que la sede de Naciones Unidas siga en EE UU?”.
Para responder a esta pregunta entrevistamos a estadounidenses adultos. No po-
demos entrevistarlos a todos, por tanto, planteamos la pregunta a una muestra
que represente a toda la poblacién de estadounidenses adultos. ;Cémo podemos
obtener una muestra que realmente represente la opinién de toda la poblacién?
El disefio estadistico para la obtencién de muestras es el tema de la seccién 3.2.

Cuando muestreamos, nuestro objetivo es obtener informacién procurando
alterar lo minimo la poblacién. La obtencién de muestras para hacer encuestas es
un ejemplo de estudio observacional. En otras situaciones, obtenemos datos a partir
de un experimento. Cuando hacemos un experimento, no solamente observamos
los individuos o les hacemos preguntas, sino que también los sometemos a algtin
tratamiento con el objetivo de observar la respuesta. Los experimentos pueden
responder a preguntas como: “;Las aspirinas reducen el riesgo de sufrir un ata-
que al corazén?” o “;La mayoria de espafioles pueden distinguir un vino tinto
de la Rioja de un vino tinto de Ribera del Duero?” Los datos obtenidos de los
experimentos, al igual que los obtenidos de las muestras, solamente son ttiles si
su obtencién se ha hecho a partir de un disefo estadistico apropiado. Trataremos
sobre el disefo estadistico de los experimentos en la seccién 3.3. La distincién en-
tre experimentos y estudios observacionales es una de las ideas mas importantes
de la estadistica.

ESTUDIO OBSERVACIONAL VERSUS ESTUDIO EXPERIMENTAL

Un estudio observacional mide las variables de interés intentando no
influir sobre las respuestas.

Sin embargo, un experimento somete de forma deliberada los individuos
a algan tratamiento con el objetivo de observar sus respuestas.
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Los estudios observacionales se utilizan en temas que van desde la opinién
de los votantes hasta el comportamiento de los animales salvajes. Sin embar-
g0, un estudio observacional, incluso uno basado en una muestra estadistica, no
es una buena manera de valorar el efecto de un tratamiento. Para analizar la res-
puesta a un cambio, tenemos que poder controlar las variables que presumible-
mente influyen sobre el cambio. Cuando nuestro objetivo es analizar una relacién
causa-efecto, los experimentos son la tinica manera de obtener informacién com-
pletamente sélida.

EJEMPLO 3.1. ;Funcionan los programas de asistencia social?

Muchos adultos que reciben asistencia social son madres de nifios pequefios.
Los estudios observacionales en este tipo de situaciones muestran que muchas
de estas madres no son capaces de incrementar sus ingresos y dejar asi el sis-
tema de asistencia social. Algunas madres aprovechan los programas volunta-
rios de formacién para adquirir nuevas capacidades profesionales. Los progra-
mas de formacién y aquéllos sobre cémo encontrar trabajo, ;realmente ayudan
a este tipo de personas? Los estudios observacionales no nos orientan sobre el
efecto de este tipo de politicas, incluso si las madres estudiadas proceden de una
muestra muy bien escogida de entre las madres que han recibido asistencia social.
Las mujeres que de forma voluntaria participan en uno de estos programas pue-
den ser distintas, en muchos aspectos, de las que no intervienen. En general, las
que participan voluntariamente suelen poseer un mayor grado de formacién, asi
como una mayor motivacién o una escala de valores personales distinta, detalles
muy sutiles y que no se detectan facilmente.

Para ver si cierto programa de formacién puede ser ttil para ayudar a las ma-
dres a salir de su estado de pobreza, se debe escoger a dos grupos similares de
madres que pidan asistencia social. Es necesario que uno de los dos grupos parti-
cipe en el programa de formacién y que el otro no lo haga. Estamos haciendo un
experimento. La comparacion de los ingresos y de los trabajos hallados por cada
grupo después de varios afios nos mostrara si realmente el programa de forma-
cién ha tenido algtn efecto. W

Cuando simplemente observamos a las madres que necesitan asistencia so-
cial, el efecto de los programas de formacién sobre el éxito profesional posterior
se confunde (se mezcla) con las caracteristicas propias de las madres que de forma
auténoma buscan una mayor formacion.



208 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

CONFUSION

Dos variables (variables explicativas o variables latentes) se confunden
cuando sus efectos sobre una variable respuesta no se pueden distinguir
entre si.

Los estudios observacionales sobre el efecto de una variable sobre otra a me-
nudo fallan debido a que la variable explicativa se confunde con variables laten-
tes. Veremos que los experimentos bien disefiados evitan este tipo de problema.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.1. Politica y género. Se sospecha que existe una diferencia importante entre
sexos en cuanto a la preferencia de voto de los ciudadanos de EE UU, tenien-
do las mujeres mayor predileccion que los hombres por los candidatos del Par-
tido Demécrata. Una socidloga selecciona una muestra de votantes de tamafo
grande, mujeres y hombres, inscritos en el censo electoral. Pregunta a cada uno
de ellos si voté a los democratas o a los republicanos en las tltimas elecciones
al Congreso de EE UU. Este estudio, jes un experimento? Justifica tu respuesta.
¢Cudl es la variable explicativa y cudl es la variable respuesta?

3.2. Enseiiar a leer. Una educadora quiere comparar la efectividad de un progra-
ma informético que ensefia a leer con el método estdndar. La educadora valora
la capacidad lectora de cada uno de los nifios de un grupo de segundo curso de
enseflanza general basica. A continuacién la educadora divide al azar al grupo en
dos subgrupos. Un subgrupo utiliza habitualmente el ordenador, mientras que el
otro utiliza el método estandar. Al final del curso, la educadora vuelve a valorar
la capacidad lectora de los nifios y compara los incrementos producidos. Este es-
tudio, jes un experimento? Justifica tu respuesta. ;Cual es la variable respuesta?
(Cual es la variable explicativa?

3.3. Efectos de la propaganda. En 1940, un psicélogo llevé a cabo un experimento
para estudiar el efecto de la propaganda sobre la actitud de un grupo de personas
hacia un Gobierno extranjero. El psic6logo preparé una prueba para determinar
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la actitud de la gente hacia el Gobierno alemén y la hizo pasar a un grupo de es-
tudiantes. Después de hacerles leer propaganda alemana durante algunos meses,
volvié a pasar la prueba a los estudiantes para ver si habian cambiado su actitud.

Desgraciadamente, mientras se estaba desarrollando la prueba, Alemania in-
vadié Francia. Explica de forma clara por qué el efecto de la confusiéon impide
determinar el efecto de la lectura de propaganda.

3.2 Disefio de muestras

Una encuesta de opinién quiere saber qué proporcién de ciudadanos aprueba la
gestion del presidente del Gobierno. Un ingeniero de control de calidad tiene que
estimar qué proporcién de cojinetes ensamblados en una cadena de montaje son
defectuosos. El Ministerio de Economia quiere tener informacién sobre los ingre-
sos por hogar. En todas estas situaciones queremos obtener informacién sobre un
gran grupo de personas o de objetos. El tiempo, el coste y la molestia normalmen-
te hacen prohibitivo inspeccionar cada uno de los cojinetes o ponerse en contacto
con cada hogar. En estos casos lo que hacemos es buscar informacién sélo sobre
una parte del grupo con objeto de obtener conclusiones sobre el grupo entero.

POBLACION, MUESTRA

Un grupo entero de individuos sobre el que queremos informacién se
llama poblacién.

Una muestra es la parte de la poblacién que realmente examinamos con
el objetivo de obtener informacioén.

Fijate en que la poblacién se define en términos de nuestro deseo de conoci-
miento. Si deseamos sacar conclusiones sobre todos los estudiantes universitarios
de un pafs, este grupo es nuestra poblacién incluso si s6lo podemos entrevistar a
los de una ciudad. La muestra es la parte a partir de la cual sacamos conclusio-
nes sobre el total. El disefio de una muestra se refiere al método utilizado para
escoger la muestra de la poblacién. Un mal disefio muestral puede llevar a con-
clusiones falsas.

Disefio
de una
muestra



Muestreo
de
conveniencia
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EJEMPLO 3.2. Preguntas a telespectadores

En los programas informativos es frecuente que se pida a los telespectadores que
llamen para dar su opinién sobre algtin tema. Se formula una pregunta y a conti-
nuacion se solicita a los telespectadores que llamen a un ndmero de teléfono para

zr
1

responder “5{” y a otro niimero de teléfono para responder “No”. Estas llamadas
no son gratuitas. En EE UU, un programa televisivo pregunto a sus telespectado-
res si la sede central de Naciones Unidas deberia seguir en EE UU. Se obtuvieron
mads de 186.000 llamadas y el 67% dijo “No”.

La gente que gasta tiempo y dinero en responder a este tipo de preguntas no
es representativa de toda la poblaciéon de adultos. Es gente muy motivada y que a
menudo tiene una actitud muy negativa. No es sorprendente que en una encues-

ta disefiada correctamente el 72% de los adultos respondiera “Si”.' W

Las encuestas con llamadas de los telespectadores son un ejemplo de muestra
de voluntarios. Este tipo de muestra puede dar facilmente el 67% de noes, mientras
que la opinién de la poblacién se halla cerca del 72% de afirmaciones.

MUESTRAS DE VOLUNTARIOS

Una muestra de voluntarios consta de personas que se eligen a s mismas
enrespuesta a un llamamiento general. Las muestras de voluntarios estan
sesgadas, ya que es facil que estén formadas por gente muy motivada,
especialmente de forma negativa.

Una muestra de voluntarios es un ejemplo habitual de mal disefio muestral.
Otro mal disefio muestral es el muestreo de conveniencia, que escoge a los indi-
viduos de mas facil acceso. He aqui un ejemplo de este tipo de muestreo.

EJEMPLO 3.3. Encuestas en galerias comerciales

Los fabricantes y las agencias de publicidad suelen entrevistar a los clientes de
las galerfas comerciales para obtener informacion sobre los hébitos de consumo

1D. Horvitz, “Pseudo-opinion polls: SLOP or useful data?” Chance, 8, n° 2, 1995, pags. 16-25.
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y sobre la efectividad de los anuncios. Obtener una muestra de los clientes de
galerias comerciales es rdpido y barato. “Las consideraciones econémicas son
las que impulsan al muestreo en galerfas comerciales”, opiné un experto en el
New York Times. Sin embargo, la gente entrevistada en galerias no es representa-
tiva de toda la poblacion de un pais. Son, por ejemplo, mas ricos que la media y
es més facil que sean adolescentes o jubilados. Ademads, los encuestadores tienen
tendencia a seleccionar a las personas de aspecto mds agradable. Las decisiones
basadas en entrevistas en galerias comerciales pueden no reflejar las preferencias
del conjunto de todos los consumidores.” B

Tanto las muestras de voluntarios como las muestras de conveniencia esco-
gen una muestra que de forma casi segura no representa al conjunto de la pobla-
cién. Estos métodos de muestreo presentan sesgos, o errores sistemadticos, ya que
favorecen a algunas partes de la poblacion frente otras.

SESGO

El disefio de un estudio es sesgado si favorece sistemdticamente ciertos
resultados.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.4. Muestreo de mujeres trabajadoras. Una sociéloga quiere conocer la opinién
de mujeres trabajadoras adultas sobre una subvencién a guarderias infantiles por
parte del Estado. La socidloga obtiene una lista de 520 miembros de una asocia-
cién de mujeres empresarias y profesionales, y les envia un cuestionario a 100 de
ellas seleccionadas al azar. Sélo se reciben 48 cuestionarios contestados. ;Cual es
la poblacién de este estudio? ;Cuadl es la muestra? ;Cudl es la proporcion (por-
centaje) de no-respuestas?

3.5. Identifica la poblacién. En cada uno de los siguientes ejemplos de mues-
treo, identifica a la poblacién tan exactamente como sea posible. ;Qué individuos

2Randall Rothenberger, “The trouble with mall interviewing”, New York Times, 16 de agosto
de 1989.
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forman parte de la poblacién? Si falta informacién, completa la descripcion de la
poblaciéon de manera razonable.

(a) Cada semana el Instituto Gallup interroga a una muestra de alrededor de
1.500 adultos residentes en EE UU con la finalidad de conocer la opinién nacional
sobre una amplia variedad de temas.

(b) Cada 10 afios, el censo intenta obtener informacion bésica de todos los
hogares del pafs. Ademads, a una muestra de aproximadamente el 17% de los ho-
gares, se les envi6 un “cuestionario ampliado” en el que se solicitaba mucha in-
formacién adicional.

(c) Un fabricante de maquinaria adquiere reguladores de voltaje de un pro-
veedor. Existen informes de que la variacién en el voltaje de salida de los regula-
dores esta afectando al funcionamiento de determinadas maquinas. Para evaluar
la calidad de los reguladores de voltaje suministrados por el proveedor, el fabri-
cante envia una muestra de 5 reguladores de la tltima entrega a un laboratorio
para que los estudien.

3.6. Cartas dirigidas al Congreso. Formas parte del equipo de una diputada que
estd preparando una ley que proporcionaria asistencia gratuita de enfermeras en
casa. Le dices a la diputada que se han recibido 1.128 cartas sobre el tema, de las
cuales 871 se oponen a la ley. “Me sorprende que la mayoria de los ciudadanos
se opongan a esta ley. Pensaba que seria bastante popular”, dice la diputada.
(Estas convencido de que la mayoria de los votantes se oponen a la ley? ;Cémo
justificarias desde un punto de vista estadistico estos resultados?

3.2.1 Muestra aleatoria simple

En una muestra compuesta por voluntarios, las personas escogen si responder
o no. En una muestra de conveniencia, es el encuestador quien elige. En ambos
casos, la eleccién personal da lugar al sesgo. La solucién estadistica es dejar que
el azar escoja la muestra. Una muestra escogida al azar no permite favoritismos
del encuestador ni tampoco la autoeleccién por parte de los encuestados. Escoger
una muestra al azar evita el sesgo, ya que da a todos los individuos las mismas
posibilidades de ser escogidos. Ricos y pobres, jévenes y ancianos, payos y gita-
nos, todos tienen las mismas oportunidades de estar en la muestra.

La manera mads sencilla de utilizar el azar para seleccionar una muestra es co-
locar los nombres en un sombrero (la poblacién) y sacar un pufiado (la muestra).
Esta es la idea del muestreo aleatorio simple.
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MUESTRA ALEATORIA SIMPLE

Una muestra aleatoria simple de tamario n consta de #n individuos de una
poblacién escogidos de manera que cualquier conjunto de n individuos
de la poblacién tenga las mismas posibilidades de ser la muestra realmen-
te seleccionada.

Una muestra aleatoria simple no sélo da a cada individuo la misma oportu-
nidad de ser escogido (evitando por tanto el sesgo en la seleccién), sino que tam-
bién da a cada posible muestra la misma oportunidad de ser escogida. Existen
otros muestreos aleatorios que dan a cada individuo, pero no a cada muestra, la
misma oportunidad de ser escogido. El ejercicio 3.27 describe uno de estos dise-
nos, el llamado muestreo aleatorio sistematico.

La idea de muestra aleatoria simple es escoger una muestra sacando niime-
ros de un sombrero. En la practica, los programas estadisticos pueden escoger
una muestra aleatoria simple casi de forma instantdnea de una lista de indivi-
duos de una poblacién. Si no utilizas programas estadisticos, puedes aleatorizar
tu seleccion utilizando una tabla de digitos aleatorios.

DIGITOS ALEATORIOS

Una tabla de digitos aleatorios es una larga lista de digitos
0,1,2,3,4,56,7,8,9

con estas dos propiedades:

1. Todos los valores de la tabla tienen las mismas posibilidades de ser
cualquiera de los 10 digitos de 0 hasta 9.

2. Los valores son independientes entre si, es decir, conocer una parte
de la tabla no da informacién sobre cualquier otra parte.
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La tabla B que aparece al final de este libro es una tabla de digitos aleatorios.
Puedes interpretar la tabla B como el resultado de pedir a un ayudante (0 a un
ordenador) que mezcle los digitos del 0 al 9 en un sombrero, que saque uno, que
reponga el digito, que mezcle otra vez, que obtenga un segundo digito, etc. El
trabajo del ayudante de mezclar y de sacar digitos nos ahorra tener que hacerlo
nosotros cuando tenemos que escoger al azar. La tabla B empieza con los digitos
19223950340575628713. Para facilitar la lectura de la tabla, los digitos aparecen
en grupos de cinco y en filas numeradas. Los grupos y las filas no tienen ningtn
significado —la tabla solamente es una larga lista de digitos escogidos al azar—.
Como los digitos de la tabla son aleatorios:

e Cada valor tiene la misma oportunidad de ser cualquiera de los 10 posi-
bles digitos, 0, 1, ..., 9.

e Cada par de valores tiene la misma oportunidad de ser cualquiera de los
100 pares posibles, 00, 01, ..., 99.

e Cada terna de valores tiene la misma oportunidad de ser cualquiera de
las 1.000 posibles ternas, 000, 001, ..., 999, etc.

“La misma oportunidad de ser cualquiera” hace que sea fécil utilizar la ta-
bla B para escoger una muestra aleatoria simple. Vamos a ver un ejemplo que
ensefia cOmo.

EJEMPLO 3.4. ;Cémo escoger una muestra aleatoria simple?

Maria tiene una pequefia empresa de asesoria con una cartera de 30 clientes y
quiere entrevistar a fondo a una muestra de 5 de ellos para buscar formas de
darles un mejor servicio. Para evitar sesgos, Maria escoge una muestra aleatoria
simple de tamario 5.

Primer paso: Etiquetas. Da a cada cliente una etiqueta numérica utilizando

tan pocos digitos como sea posible. Se necesitan dos digitos para identificar a
30 clientes, por tanto, utilizamos las etiquetas

01,02,03,04,...,28,29,30
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También es correcto utilizar las etiquetas desde 00 hasta 29 o incluso cualquier
otra combinacién de 30 etiquetas compuestas por ntimeros de dos digitos. He
aqui la lista de clientes con sus etiquetas.

01 Lampisteria Gonzélez 02 Ediciones Antonio

03  Deportes Canavese 04 Destilerfas Comas

05 Casa de Aragén 06 Todo a Ciento Veinte
07  Penta MSI 08 Joven Empresa Fabra
09 Imprenta El Rayo 10  Floristerfa La Rambla
11  Floristeria Pepita 12 Ordenadores Garcia
13 Juguetes Did6 14 Hijos de Jaime Torres
15 Radio Voltio 16 Ultramarinos Sara

17 Discos Calafell 18 Construcciones Ramirez
19  Restaurante chino Liu 20 Magia Porras

21 Elincomparable 22 Las Mejores Fotos

23 Librerfa Lo Blanc 24 Casa de Cuenca

25 Muebles Provenzales 26 La Amistad

27  Bar Mojito 28 Semillas Belén

29  Neumiticos El Rapido 30 Video Purez

Segundo paso: La tabla. Sittiate en cualquier posicién de la tabla B y lee gru-
pos de dos digitos. Supén que nos situamos en la fila 130, que es

69051 64817 87174 (09517 84534 06489 87201 97245
Los primeros 10 grupos de dos digitos de esta fila son
69 05 16 48 17 87 17 40 95 17

Cada uno de los sucesivos grupos de 2 digitos es una etiqueta. Las etique-
tas 00 y de la 31 a la 99 no se han usado en este ejemplo, por tanto, las igno-
raremos. Las 5 primeras etiquetas de la tabla entre 01 y 30 determinan nuestra
muestra. De las 10 primeras etiquetas de la fila 130 ignoramos 5, ya que toman
valores demasiado elevados (por encima de 30). Las otras son 05, 16, 17, 17 y 17.
Los clientes etiquetados con 05, 16 y 17 van dentro de la muestra. Ignora el se-
gundo y el tercer 17, puesto que este cliente ya estd en la muestra. Sigue a lo largo
de la fila 130 (o contintia por la 131 si es necesario) hasta que hayas escogido
5 clientes mas.

La muestra estd constituida por los clientes etiquetados como 05, 16, 17, 20
y 19. Son Casa de Aragoén, Ultramarinos Sara, Discos Calafell, Restaurante chino
Liu y Magia Porras. B
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OBTENCION DE UNA MUESTRA ALEATORIA SIMPLE
Selecciona una muestra aleatoria simple en dos pasos:

Paso 1: Etiquetas. Asigna una etiqueta numérica a cada uno de los indi-
viduos de la poblacién.

Paso 2: La tabla. Utiliza la tabla B para seleccionar las etiquetas al azar.

Puedes asignar etiquetas de la manera que te resulte mas comoda, por ejem-
plo, por orden alfabético de los nombres de la gente. Asegtirate de que todas las
etiquetas tienen el mismo ntimero de digitos. Sélo entonces todos los individuos
tendrédn las mismas oportunidades de ser escogidos. Cuantos menos digitos for-
men cada etiqueta mejor: un digito para una poblacién de hasta 10 miembros,
dos digitos para una poblacién entre 11 y 100 miembros, tres digitos para una
poblacién entre 101 y 1.000 miembros, etc. Como practica habitual te recomen-
damos que empieces por 1 (o 01, o 001, cuando sea necesario). Puedes leer los
digitos de la tabla B en cualquier orden —a lo largo de una fila, a lo largo de
una columna, etc.—, ya que la tabla no est4d ordenada. Como préctica habitual, te
recomendamos que los leas a lo largo de las filas.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.7. Una empresa quiere conocer la opinién de sus ejecutivos extranjeros sobre el
sistema de valoracién de su rendimiento. A continuacién encontrards una lista
con todos los ejecutivos extranjeros de la empresa. Utiliza la tabla B; sittate en la
fila 139 con el fin de escoger a 6 ejecutivos que seran entrevistados para conocer
su opinién sobre el sistema de valoracion de su rendimiento en la empresa.

Agarwal Dewald Huang Puri
Anderson Fernandez Kim Richards
Baxter Fleming Liao Rodriguez
Bowman Gates Mourning Santiago
Brown Goel Naber Shen
Castillo Gomez Peters Vega

Cross Hernandez Pliego Wang
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3.8. No estdis contentos con la forma como se ensefia la matematica financiera
y queréis quejaros a la decana de la Facultad. La clase decide elegir al azar a
4 alumnos para que presenten la queja. A continuacién encontrards una lista de
la clase. Escoge una muestra aleatoria simple de 4 alumnos utilizando la tabla
de digitos aleatorios y comenzando en la linea 145.

Amador Guerrero T. Parra
Arrabal Gutiérrez Pichén
Belisario Herrero Ramones
Botella Hortensia Rato
Buruaga Jarabo Rodriguez
Castillo Jover Romero
Doreste Larrea Sosa
Estruch Leonardo Toribio
Gonzalez Lopez Trueba
Guerrero Olea Velasco

3.9. Debes escoger una muestra aleatoria simple de 10 de las 440 tiendas que ven-
den los productos de tu empresa. ;Como denominarias a esta poblacién? Utiliza
la tabla B, comenzando en la linea 105, para escoger tu muestra.

3.2.2 Otros disefios muestrales

Una forma general de muestreo estadistico consiste en obtener una muestra pro-
babilistica.

MUESTRA PROBABILISTICA

Una muestra probabilistica da a cada individuo de la poblacién una po-
sibilidad conocida (mayor que cero de ser seleccionado).

Algunos disefios de muestras probabilisticas (como el muestreo aleatorio sim-
ple) dan a cada miembro de la poblacién la misma probabilidad de ser selecciona-
do. Esto puede no ser cierto en un disefio muestral mas complejo. Sin embargo, en
todos los casos, la utilizacion del azar para seleccionar la muestra es el principio
esencial del muestreo estadistico.
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Los disefos para el muestreo de grandes poblaciones que se hallan repartidas
sobre una gran drea son, normalmente, mas complejos que el muestreo aleatorio
simple. Por ejemplo, es comtin muestrear de forma independiente los grupos im-
portantes de la poblaciéon y luego combinar estas muestras. Esta es la idea del
muestreo aleatorio estratificado.

MUESTRA ALEATORIA ESTRATIFICADA

Para seleccionar una muestra aleatoria estratificada, divide en primer lu-
gar la poblacién en grupos de individuos similares, llamados estratos.
Luego, escoge muestras aleatorias simples independientes en cada estra-
to y combinalas para formar una muestra completa.

Escoge los estratos basandote en caracteristicas conocidas de la poblacién an-
tes del muestreo. Por ejemplo, el censo de votantes en unas elecciones se puede
clasificar en poblacién urbana, suburbana y rural. Un disefio estratificado pue-
de aportar informacién més exacta que una muestra aleatoria simple del mismo
tamafio, aprovechando el hecho de que individuos de un mismo estrato son simi-
lares. Si todos los individuos de cada estrato fueran idénticos, por ejemplo, sélo
seria necesario un individuo de cada estrato para describir completamente a la
poblacién.

EJEMPLO 3.5. ;Quién compuso la cancion?

Las emisoras de radio y de television que emiten misica tienen que pagar de-
rechos de autor a los compositores. La Sociedad General de Autores es el orga-
nismo encargado de vender los derechos de las composiciones de sus miembros
a las emisoras de radio y de television. Luego, la Sociedad General de Autores
paga a los compositores de la musica emitida. Normalmente, sélo las grandes ca-
denas de television llevan un registro de todas las composiciones musicales que
emiten. Piénsese que en un pais como EE UU donde se emiten mds de mil millo-
nes de composiciones musicales cada afio, llevar a cabo un control detallado es
demasiado caro e incomodo. He aqui un ejemplo de muestreo.

La Sociedad General de Autores determina los derechos de autor de sus so-
cios grabando una muestra estratificada de emisiones. La muestra de emisoras
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comerciales locales, por ejemplo, consta de 60.000 horas de emisién cada afio.
Las emisoras de radio se han estratificado segtn el tipo de comunidad (urbana
o rural), la situacién geografica y el importe de la licencia pagada a la Sociedad
General de Autores, que refleja el tamafio de la audiencia. En total, se conside-
ran 432 estratos. Las grabaciones se hacen en horas escogidas al azar para emi-
soras elegidas, también al azar, dentro de cada estrato. Las cintas son revisadas
por expertos que pueden reconocer casi todas las composiciones musicales y los
compositores cobran de acuerdo con su popularidad.’ B

3.2.3 Muestreo en etapas multiples

Otra forma de restringir la seleccion aleatoria es la eleccion de las muestras en
etapas. Esto es una préactica habitual para la selecciéon de hogares o de personas a
escala nacional. Por ejemplo, en EE UU los datos oficiales mensuales sobre el pa-
ro se obtienen a partir de una muestra de mas de 50.000 hogares. No es practico
mantener una lista actualizada de todos los hogares a partir de la cual seleccionar
una muestra aleatoria simple. Es mds, el coste de mandar entrevistadores a los
hogares de una muestra aleatoria simple excesivamente dispersa por todo el pais
es prohibitivo. La Encuesta de Poblacién Activa (EPA), por tanto, utiliza un dise-
fio en etapas multiples. La muestra final consiste en grupos de hogares cercanos.
La mayoria de las encuestas de opinién y de otras encuestas a escala nacional son
también en etapas multiples. Sin embargo, hoy dia la mayor parte de las entre-
vistas en las encuestas a escala nacional se hacen por teléfono, lo que elimina la
necesidad econémica de agrupar la muestra.

Instituto
Nacional de
Estadistica

INEbase Notas de prensa IPC EIINE Organizacion estadistica  Productos y servicios

Figura 3.1. En Espania los datos de la Encuesta de Pobla-
cién Activa (EPA) se puede consultar en la pagina web
<http://www.ine.es>.

3The ASCAP Survey and Your Royalties, ASCAP, New York, sin fecha.

Encuesta de
Poblacion
Activa

Etapas
miiltiples
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La muestra en etapas multiples a escala nacional se selecciona de la siguiente
manera:

Etapa 1. Se selecciona una muestra de todos los partidos judiciales.

Etapa 2. Se selecciona una muestra de municipios dentro de cada uno de los
partidos judiciales escogidos.

Etapa 3. Se selecciona una muestra de barrios dentro de cada uno de los mu-
nicipios escogidos.

Etapa 4. Se selecciona una muestra de hogares dentro de cada barrio.

El andlisis de datos a partir de disefios mds complejos que una muestra alea-
toria simple queda maés alla de lo que es la estadistica basica. De todas formas,
el muestreo aleatorio simple es la piedra angular de los disefios mas elaborados.
Ademas, el andlisis de otros disefios difiere més en la complejidad de los detalles
que en los conceptos fundamentales.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.10. Treinta alumnos y diez profesores de una universidad pertenecen a una aso-
ciacién universitaria. Los alumnos son

Abel Flores Huidobro Melendres Rodriguez
Cordoén Garcia Jiménez  Miranda Santos
Cuevas Gutiérrez Jordana Nevia Suarez
David Homero Lamas Otero Telias
Domeénech Hoz Lerma Perales Torla

Elias Huertas  Lopez Portabella Varga

Los profesores son

Artero Estapé Lezama  Moravia Satorra
Borrell Garcia Lightman Pericales Yang

La asociacién puede enviar a 4 alumnos y 2 profesores a una convencion, y se
decide escoger al azar a los que irdn. Utiliza la tabla B para escoger una muestra
aleatoria estratificada de esos 4 alumnos y 2 profesores.

3.11. Auditoria. Los auditores suelen utilizar muestras estratificadas para exa-
minar los archivos de las empresas, por ejemplo, para comprobar las facturas
pendientes. La estratificacién se basa en el importe en euros de las facturas y el
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muestreo incluye frecuentemente el 100% de las facturas con importes més altos.
Una empresa presenta un informe con 5.000 facturas pendientes. De ellas, 100 son
de importes superiores a 50.000 €, 500 son de importes entre 1.000 y 50.000 € y
las restantes 4.400 son de importes inferiores a los 1.000 €. Utilizando estos gru-
pos como estratos, decides examinar todas las facturas de importes més altos,
muestrear el 5% de las facturas de importes medios y el 1% de las facturas de
importes pequefios. ;Cé6mo denominarias los dos estratos en los que efectuaras
el muestreo? Utiliza la tabla B, comenzando en la linea 115, para seleccionar sélo
las primeras 5 facturas de cada uno de estos estratos.

3.12. ;Qué quieren los escolares? ;Cuadles son las inquietudes de los escolares?
Las nifias y los nifios, jtienen inquietudes distintas? En dreas urbanas, suburba-
nas y rurales, ;las inquietudes son distintas? Para conocer las respuestas, unos
investigadores preguntaron a nifias y nifios de quinto y sexto:

¢ Qué es lo que te gusta mds de la escuela?
A. Sacar buenas notas.
B. Los deportes
C. Ser el lider de la clase

Como la mayoria de nifios viven en dreas urbanas muy pobladas o &reas
suburbanas, una muestra aleatoria simple debe incluir pocos nifios de zonas ru-
rales. Es mas, es demasiado caro escoger al azar nifios de una region muy extensa
—es mejor empezar escogiendo escuelas que nifios—. Describe un disefio ade-
cuado para este estudio y explica las razones que te han llevado al mismo.*

3.2.4 Precauciones con las encuestas

La seleccién al azar elimina los sesgos en la eleccién de una muestra a partir de
un listado de la poblacién. Sin embargo, cuando la poblacién esta formada por
seres humanos, una informacién precisa de la muestra exige mucho més que un
buen disefio de muestra.’ Para empezar, necesitamos una lista precisa y completa
de la poblacién. Como este tipo de listas casi nunca estdn disponibles, muchas

4Datos del autor.
5P. E. Converse y M. W. Traugott, “Assessing the accuracy of polls and surveys”, Science, 234,
1986, pags. 1.094-1.098.
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muestras sufren un cierto grado de falta de cobertura. Una encuesta de hogares,
por ejemplo, carecerd no sélo de la gente sin hogar, sino también de los presos y
de los estudiantes en residencias o pensiones. Una encuesta de opinién llevada a
cabo por teléfono dejard de tener en cuenta a aquellos hogares que no lo tienen.
Por tanto, los resultados de las muestras de las encuestas nacionales tienen algtn
sesgo si la gente que no se ha tenido en cuenta —que la mayoria de las veces es
gente pobre— difiere del resto de la poblacién.

Una fuente més grave de sesgo, en la mayoria de encuestas, es la no-respuesta,
que ocurre cuando un individuo seleccionado no puede ser contactado o rehtisa
colaborar. La no-respuesta en encuestas a menudo llega a un 30% o maés, incluso
después de una cuidada planificaciéon y de intentos repetidos. Debido a que la
no-respuesta es mayor en las dreas urbanas, la mayoria de las encuestas sustitu-
yen las no-respuestas con gente de la misma drea, para evitar favorecer a las areas
rurales en la muestra final. Si la gente contactada difiere de la gente que raramen-
te estd en casa o que rehuye responder a las preguntas, se mantiene algin tipo de
sesgo.

FALTA DE COBERTURA Y NO-RESPUESTA

La falta de cobertura ocurre cuando algunos grupos de la poblacién se
dejan fuera del proceso de selecciéon de la muestra.

La no-respuesta ocurre cuando un individuo seleccionado en la muestra
no puede ser contactado o rehtsa cooperar.

EJEMPLO 3.6. Falta de cobertura del censo

Incluso el censo de EE UU, respaldado por los recursos y la autoridad del Go-
bierno Federal, sufrié de falta de cobertura y de no-respuesta. El censo empieza
mandando por correo impresos a cada uno de los hogares del pais. La Oficina del
Censo compra listas de direcciones a empresas privadas y luego trata de relle-
nar con ellas las direcciones que faltan. Se realizan grandes esfuerzos para tener
en cuenta a la gente sin hogar (que no puede ser localizada en ninguna direccién).
La lista final, sin embargo, siempre resulta incompleta.
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En 1990, cerca de un 35% de los hogares a los que se mandaron los impresos
del censo por correo no los devolvieron. En la ciudad de Nueva York, un 47%
no devolvi6 los impresos. Esto es la no-respuesta. La Oficina del Censo envia
encuestadores a estos hogares. En los centros de las ciudades, los encuestadores
no pudieron contactar con uno de cada cinco de los hogares visitados, incluso
después de seis intentos.

La Oficina del Censo estima que el censo de 1990 no tuvo en cuenta aproxi-
madamente el 1,8% de la poblacién total a causa de la falta de cobertura y de la
no-respuesta. Como la falta de cobertura fue mayor en los barrios mas pobres de
las grandes ciudades que en otras zonas, la Oficina del Censo estima que no se
contabiliz6 a un 4,4% de los negros y a un 5,0% de los hispanos.® B

Ademas, el comportamiento de los encuestados o del encuestador puede cau-
sar un sesgo de respuesta en los resultados muestrales. Los encuestados pueden
mentir, especialmente si se les pregunta sobre comportamientos ilegales o im-
populares. En consecuencia, la muestra subestima la presencia de este tipo de
comportamientos en la poblacién. Un encuestador cuya actitud sugiera que al-
gunas respuestas son mas deseables que otras obtendrd ese tipo de respuestas
mds a menudo. La raza o el sexo del entrevistador puede influir en la respues-
ta a preguntas sobre las relaciones raciales o sobre la actitud ante el feminismo.
Las respuestas a preguntas que hacen referencia a acontecimientos pasados sue-
len ser poco precisas debido a la falta de memoria. Por ejemplo, mucha gente
sittia acontecimientos del pasado como si hubieran ocurrido mucho maés recien-
temente. La pregunta: “;Ha ido al dentista en los tltimos 6 meses?”, obtendrd a
menudo un “Si” de alguien que visité al dentista por ultima vez hace 8 meses.’
Una preparacion cuidadosa de los encuestadores y una supervisiéon minuciosa
para evitar demasiada variacién entre ellos puede reducir en gran medida el ses-
go de respuesta. Una buena técnica de entrevista es otro aspecto de una encuesta
bien hecha.

El redactado de las preguntas es lo que mads influye sobre las respuestas da-
das a una encuesta. La confusién, o las preguntas que sugieren una determinada

®La informacién sobre falta de cobertura la proporciona Howard Hogan en “The 1990
post-enumeration survey: operations and results”, Journal of the American Statistical Association, 88,
1993, pags. 1.047-1.060. La informacién sobre no-respuesta la proporciona Eugene P. Eriksen y Tere-
sa K. De Fonso en “Beyond the net undercount: how to measure census error”, Chance, 6, n° 4, 1993,
pégs. 38-43 y 14.

’N. M. Bradburn, L. J. Rips y S. K. Shevell, “Answering autobiographical questions: the impact of
memory and inference on surveys”, Science, 236, 1987, pags. 157-161.

Sesgo de
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Efecto del
redactado
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respuesta, pueden introducir un sesgo muy fuerte, e incluso pequefios cambios en
el redactado pueden cambiar los resultados de una encuesta. Las preguntas que
ya sugieren una determinada respuesta son comunes en encuestas financiadas
por empresas, que intentan persuadir mas que informar. He aqui dos ejemplos.

EJEMPLO 3.7. ;Se deberian prohibir los pafiales desechables?

Una encuesta costeada por fabricantes de pafales desechables hall6 que el 84% de
la muestra se oponia a la prohibicion de este tipo de pafiales. He aqui la pregunta
tal como se planteo:

Se estima que los pafiales desechables representan menos de un 2% de la basura que
se lleva a los vertederos. Por contra, los envases de bebidas y los impresos enviados por
correo se estima que representan un 21% de los desechos de los vertederos. Teniendo en
cuenta esto, ;crees que seria justo que se prohibieran los pafiales desechables?®

Esta pregunta solo da informacién de una parte del tema y luego pide la opi-
nion. Esto es una manera segura de provocar sesgo en la respuesta. Una pregunta
distinta que describiera el tiempo que tardan en descomponerse los panales y las
toneladas de ellos que van a parar a los vertederos cada afio, hubiera obtenido
una respuesta bastante distinta. ll

EJEMPLO 3.8. ;Ocurrié el Holocausto?

Una encuesta de opinién llevada a cabo en 1992 por el Comité de Judios America-
nos (American Jewish Committee) pregunté: “; Te parece posible o por el contrario
te parece imposible que no hubiera ocurrido la exterminacién nazi de los judios?”
Cuando el 22% de la muestra dijo “posible” los medios de comunicacién se extra-
faron de que tantos americanos no estuvieran seguros de que habia ocurrido el
Holocausto. Posteriormente, una segunda encuesta formulé la pregunta en otros
términos: “Te parece posible que la exterminacién nazi de los judios no hubiera
ocurrido nunca o por el contrario estds seguro de que ocurri6?” En esta ocasién,
solamente el 1% de la muestra dijo “posible”. La complicacién de la formulacién
de la primera pregunta confundi6 a muchos de los encuestados.” B

8Cynthia Crossen, “Margin of error: studies galore support products and positions, but are they
reliable?” Wall Street Journal, 14 de noviembre de 1991.
M. R. Kagay, “Poll on doubt of Holocaust is correct”, New York Times, 8 de julio de 1994.
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Nunca creas los resultados de una encuesta hasta que no hayas leido las pre-
guntas exactas que se formularon. El disefio, la proporciéon de no-respuestas y la
fecha de la encuesta también son importantes. Un buen disefio estadistico es una
parte, pero sélo una parte, de una encuesta fiable.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.13. Muestras a partir de niimeros telefénicos. El listado de individuos a partir
del cual se selecciona una muestra se llama marco de muestreo. Idealmente, este
marco deberia incluir a todos los individuos de la poblacién, pero en la practica
esto suele ser dificil. Un marco que deje fuera parte de la poblacién es una fuente
habitual de falta de cobertura.

(a) Supén que se selecciona aleatoriamente una muestra de hogares en una
poblacién a partir del listin telefénico. ;Qué hogares se omiten en este marco?
¢Qué tipo de personas viven en estos hogares? Estas personas probablemente
estardn insuficientemente representadas en la muestra.

(b) En encuestas telefoénicas es habitual utilizar aparatos que marcan aleato-
riamente los cuatro tltimos digitos de un ndmero de teléfono después de haber
marcado el ntimero del c6digo territorial (los tres primeros digitos). Utilizando
este tipo de aparatos, ;qué hogares de los que mencionaste en tu respuesta en (a)
se incluirdn en el marco de muestreo?

3.14. No contesta nadie. Una forma habitual de no-respuesta en encuestas tele-
fénicas es la “llamada sin respuesta”. Es decir, se llama a un ntiimero de teléfono
pero no contesta nadie. El Instituto Nacional de Estadistica de Italia examin las
no-respuestas en una encuesta gubernamental con hogares italianos durante los
periodos que van del 1 de enero a Semana Santa y del 1 de julio al 31 de agosto.
Todas las llamadas se efectuaron entre las 7 y las 10 de la noche. En el primer
periodo, no se contestaron el 21,4% de las llamadas, mientras que en el segundo
no se contestaron el 41,5% de las llamadas.”’ ;Qué periodo crees que tuvo una
proporcién més elevada de no-respuestas? jPor qué? Explica por qué un indice
elevado de no-respuestas hace que los resultados de una muestra sean menos
fiables.

19Giuliana Coccia, “An overview of non-response in Italian telephone surveys”, Proceedings of the
99th Session of the International Statistical Institute, 1993, Book 3, pags. 271-272.
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3.15. Contribucién a campaiias electorales. Aqui tienes dos enunciados de la mis-
ma pregunta:'!

A. ;Deberian aprobarse leyes para eliminar toda posibilidad de que determi-
nados grupos de presion donasen enormes cantidades de dinero a los can-
didatos a la Presidencia?

B. ¢Deberian aprobarse leyes para prohibir que los grupos de presién contri-
buyesen a campafias electorales, o por el contrario, tienen estos grupos de
presion el derecho a contribuir a campanas de los candidatos que apoyan?

Una de estas preguntas consiguio6 el 40% a favor de prohibir las contribucio-
nes de los grupos de presion a campanias electorales. La otra consigui6 el 80% a
favor de esta opinién ;Qué pregunta consiguié el 40% y cudl consigui6 el 80%?
Explica por qué los resultados fueron tan distintos.

3.2.5 Inferencia sobre la poblacién

A pesar de las muchas dificultades de orden préctico que hay que afrontar cuan-
do se quiere realizar una encuesta, la utilizacién del azar para seleccionar una
muestra elimina el sesgo en la seleccién de la muestra a partir de una lista de los
individuos disponibles de la poblacién. De todas formas, es poco probable que
los resultados de una muestra sean exactamente los mismos que los de toda la
poblacién. Los resultados muestrales, como las tasas de paro obtenidas de la En-
cuesta de la Poblacion Activa, s6lo son estimaciones de lo que ocurre en toda la
poblacién. Si seleccionamos dos muestras aleatorias de la misma poblacién, ob-
tendremos individuos distintos. Por tanto, los resultados muestrales serdn casi
con total seguridad algo diferentes. Dos Encuestas de Poblacién Activa daran ta-
sas de paro algo distintas. Las muestras disefiadas adecuadamente evitan los ses-
gos sistematicos, pero sus resultados son muy pocas veces exactamente correctos
y varian de muestra a muestra.

(Qué exactitud tiene un resultado muestral como la tasa de paro? No pode-
mos estar completamente seguros, ya que los resultados serfan distintos si hubié-
ramos trabajado con otra muestra. De todas formas, los resultados del muestreo
aleatorio no cambian de forma caprichosa de muestra a muestra. Como utili-
zamos el azar de forma deliberada, los resultados obedecen a las leyes de la

1w, Mitofsky, “Mr. Perot, you're no pollster” New York Times, 27 de marzo de 1993.



Obtencion de datos (c.3) / 227

probabilidad que gobiernan el comportamiento aleatorio. Por esta razén, pode-
mos calcular la probabilidad de cometer un determinado error al sacar conclu-
siones sobre toda la poblacién a partir de una muestra. Los resultados de una
encuesta van normalmente acompafiados de un error de estimacién que acota
la magnitud del error que se puede cometer. Todo ello forma parte de la inferen-
cia estadistica, que explicaremos con mds detalle en el capitulo 6.

Lo que ahora conviene destacar es que muestras mas grandes dan resultados
mads precisos que muestras mds pequefias. Tomando una muestra muy grande
puedes tener mas seguridad de que el resultado muestral nos diga con més exac-
titud lo que ocurre con toda la poblacién. La muestra de la Encuesta de Poblacién
Activa (EPA) de 50.000 hogares estima la tasa de paro con gran precisién. Por
supuesto que sélo las muestras probabilisticas tienen esta garantia. A pesar de
que esté formada por 186.000 individuos, la muestra del ejemplo 3.2 no tiene nin-
gun valor. La utilizacién de un disefio muestral probabilistico y la superacién
de las diversas dificultades de orden practico reducen el sesgo de una muestra.
Después, el tamafio de la muestra determina la probabilidad de que el resultado
muestral se acerque a la verdad poblacional.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.16. Pregunta a mas gente. Justo antes de unas elecciones generales, una empre-
sa de encuestas de opinién aumenta el tamafio de su muestra semanal desde el
tamarfio habitual de 1.500 personas hasta 4.000 personas. ;Por qué crees que la
empresa hace esto?

RESUMEN DE LA SECCION 3.2

Podemos obtener datos con el objetivo de responder determinadas preguntas me-
diante estudios observacionales o experimentos. Las encuestas a partir de mues-
tras que seleccionan parte de una poblacién de interés para representar a todo el
conjunto son un tipo de estudios observacionales. Los experimentos, a diferencia
de los estudios observacionales, someten a los sujetos del experimento a algin
tratamiento.

Una encuesta selecciona una muestra de una poblacién constituida por todos
los individuos sobre los cuales deseamos obtener informacién. Basamos nuestras
conclusiones sobre la poblacién en los datos obtenidos de la muestra.
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El disefio de una muestra se refiere al método utilizado para seleccionar la
muestra de la poblacién. Los disefios muestrales probabilisticos utilizan la se-
leccién al azar para dar a cada miembro de la poblacién una posibilidad conocida
(mayor que cero) de ser seleccionado para la muestra.

La muestra probabilistica bdsica es la muestra aleatoria simple. Un muestreo
aleatorio simple da a cada muestra de un tamafo determinado la misma posibi-
lidad de ser escogida.

Se escoge una muestra aleatoria simple etiquetando numéricamente los indi-
viduos de la poblacién y utilizando la tabla de digitos aleatorios para seleccionar
la muestra. Los programas estadisticos pueden automatizar este proceso.

Para escoger una muestra aleatoria estratificada, se divide la poblacién en
estratos, grupos de individuos que son similares desde algtin punto de vista im-
portante para los resultados. Luego, se selecciona una muestra aleatoria simple
de cada estrato.

No utilizar muestras probabilisticas suele provocar sesgo, es decir, un error
sistemadtico en la manera de representar la poblacién a partir de la muestra. Las
muestras de voluntarios, en las que los encuestados se eligen ellos mismos, son
particularmente propensas a sesgos grandes.

En poblaciones humanas, incluso las muestras probabilisticas pueden sufrir
un sesgo debido a falta de cobertura, a no-respuesta, a sesgo de respuesta o a
influencia del redactado. Al realizar una encuesta hay que hacer frente a estos
problemas potenciales, ademads de utilizar disefios muestrales probabilisticos.

EJERCICIOS DE LA SECCION 3.2

3.17. Para estudiar el efecto de vivir en viviendas ptblicas sobre la estabilidad
familiar de hogares con muy pocos ingresos, unos investigadores obtuvieron una
lista de todos los solicitantes de vivienda ptiblica durante un determinado afio.
Algunas solicitudes fueron aceptadas, mientras que otras no. Los investigadores
entrevistaron a todos los solicitantes de cada grupo y compararon los resultados.
(Estamos ante un estudio observacional o un experimento? Justifica tu respuesta.
(Cudl es la variable explicativa? ;Cuadl es la variable respuesta?

3.18. A veces, los distintos estilos de redaccién pueden distinguirse por la lon-
gitud de las palabras utilizadas. Una persona interesada en este hecho quiere
estudiar la longitud de las palabras utilizadas en las novelas de Camilo José Ce-
la. Para ello, abre al azar una de sus novelas y toma nota de la longitud de las
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primeras 250 palabras de la pagina. ;Cudl es la poblacién en este estudio? ;Cudl
es la muestra? ;Qué variable se ha medido?

3.19. Identifica la poblacién. En cada uno de los siguientes ejemplos de muestreo,
identifica la poblacién tan exactamente como puedas. ;Qué individuos forman la
poblacién? Si la informacién que se da esta incompleta, completa la descripcion
de la poblacién de una manera razonable.

(a) Una investigadora quiere saber qué factores afectan a la supervivencia
y al éxito de pequefias empresas. La investigadora selecciona una muestra de
150 pequetias empresas del sector “bares y restaurantes” del listado de las Pagi-
nas Amarillas de la guia telefénica de una gran ciudad.

(b) Un diputado quiere saber si los electores apoyan una propuesta legislativa
sobre sanidad. Su equipo le informa de que se han recibido 228 cartas sobre el
tema, de las cuales 193 se oponen a la nueva ley.

(c) Una compaiiia de seguros quiere averiguar la calidad de sus servicios con
relacién a las reclamaciones de sus asegurados con pdlizas de automévil. Cada
mes la compariia selecciona una muestra aleatoria simple de todas las reclamacio-
nes relacionadas con sus seguros de automovil, con el fin de evaluar la precisiéon
y rapidez de los tramites efectuados.

3.20. La muestra de Ann Landers. En una ocasién la columnista Ann Landers
pregunto a sus lectoras si les gustaria tener el carifio de un hombre pero sin sexo.
Respondieron més de 90.000 mujeres, de las cuales el 72% respondieron afirmati-
vamente. Muchas de las cartas que recibi6 esta periodista comentaban el desagra-
dable trato que recibian por parte de los hombres. Explica por qué esta muestra
estd sesgada. ;En qué direccion se produce el sesgo? Es decir, jeste 72% es mayor
o menor que la verdadera proporcién poblacional?

3.21. Encuestas basadas en llamadas de televidentes. Un conocido programa
deportivo de un canal de television espafiol plante6 la siguiente pregunta a los
telespectadores: ;se proporciona demasiada informacion relacionada con el fiitbol en Es-
pafia? A continuacion el presentador del programa dijo:

Si tu respuesta es afirmativa llama al 91 452 17 00 y si tu respuesta es negativa lla-
maal 91 452 17 01. Recuerda que el coste de la llamada es de medio euro el primer minuto.

Explica por qué esta encuesta de opinién casi seguro que estd sesgada.
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3.22. ;Conoces el nombre del presidente del Parlamento Europeo? Un articulo
periodistico sobre el conocimiento de los ciudadanos europeos de las institucio-
nes de la Unién Europea afirma que el 87% de los europeos no conoce el nombre
del presidente del Parlamento Europeo. Al final del articulo, se puede leer: “La
encuesta se basa en 1.210 entrevistas telefénicas realizadas a adultos de todos los
paises europeos”. ;Qué variable mide esta encuesta? ;Cual es la poblacion sobre
la que se quiere informacion? ;Cuadl es la muestra? El método de muestreo utili-
zado, ;estd sesgado?

3.23. Opinién sobre la policia de Miami. El Departamento de Policia de Miami
quiere saber cudl es la opinién que tienen los residentes de Miami de raza negra
sobre la policfa. Se escoge al azar una muestra de 300 hogares preferentemente de
barrios donde predomina la poblacién negra. Posteriormente, un policia negro
uniformado visita cada uno de los hogares y entrevista a un adulto de cada uno
de ellos. ;Cudl es la poblacién? ;Cudl es la muestra? ;Por qué los resultados de la
encuesta seguramente estaran sesgados?

3.24. Un fabricante de productos quimicos escoge 3 botellas de cada lote de 25
que contiene un determinado reactivo y comprueba su pureza y potencia. Los
nimeros de control de las botellas de uno de los lotes son los siguientes:

A1096 A1097 A1098 A1101 A1108
A1112 A1113 A1117 A2109 A2211
A2220 B0986 B1011 B1096 B1101
B1102 B1103 B1110 B1119 B1137
B1189 B1223 B1277 B1286 B1299

Utiliza la fila 111 de la tabla B para escoger una muestra aleatoria simple de
3 de esas botellas.

3.25. Muestreo de barrios. La figura 3.2 es un mapa ficticio de una zona del censo.
Las zonas del censo son dreas pequefias y homogéneas con una media de pobla-
ciéon de 4.000 habitantes. En el mapa, cada barrio estd marcado con un ndmero
indentificativo. Una muestra aleatoria simple de barrios obtenida de una zona
del censo es a menudo la pentultima etapa de una muestra en etapas multiples.
Utiliza la tabla B comenzando en la fila 125 para escoger una muestra aleatoria
simple de 5 barrios en esta zona del censo.
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Figura 3.2. Mapa ficticio de una zona del censo. Las

lineas indican calles. Para el ejercicio 3.25.

3.26. Digitos aleatorios. De las siguientes afirmaciones sobre una tabla de digitos
aleatorios, ;cudles son ciertas y cudles son falsas? Justifica brevemente tus res-

puestas.

(a) Hay exactamente cuatro ceros en cada fila de 40 digitos.
- de ser 00.

(b) Cada par de digitos tiene una probabilidad de

100

(c) Los digitos 0000 nunca pueden aparecer como un grupo, porque este gru-

po no es aleatorio.
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3.27. Muestras aleatorias sistematicas. La tiltima etapa de la Encuesta de Pobla-
cién Activa consiste en escoger direcciones dentro de pequenas dreas llamadas
bloques. El método utilizado es el muestreo aleatorio sistematico. Ilustraremos

la idea de la muestra aleatoria sistematica con un ejemplo. Sup6én que hemos de
100
4
formada por cuatro listas de 25 direcciones. Escoge al azar una de las primeras

seleccionar 4 direcciones de 100. Como +* = 25, podemos imaginarnos la lista
25 direcciones utilizando la tabla B. La muestra aleatoria sistemética contiene esta
direccion y las situadas en la misma posicion en la segunda, la tercera y la cuar-
ta lista. Si la tabla de ntiimeros aleatorios da 13, por ejemplo, entonces la muestra
aleatoria sistematica consiste en las direcciones etiquetadas como 13, 38, 63 y 88.

(a) Utiliza la tabla B para seleccionar una muestra aleatoria sistematica de
5 direcciones de una lista de 200. Entra en la tabla por la linea 120.

(b) Aligual que una muestra aleatoria simple, una muestra aleatoria sistema-
tica hace que todos los individuos tengan las mismas posibilidades de ser esco-
gidos. Explica por qué esto es cierto. Luego, explica detalladamente por qué una
muestra sistemadtica no es, sin embargo, una muestra aleatoria simple.

3.28. El profesorado de una universidad estd constituido por 2.000 hombres y
500 mujeres. Una muestra aleatoria estratificada de 50 profesoras y 200 profeso-
res le da a cada profesor (hombre o mujer) una posibilidad entre diez de ser esco-
gido. Este disefio muestral da a todos los individuos de la poblacién las mismas
posibilidades de pertenecer a la muestra. Esta muestra aleatoria estratificada, ;es
también una muestra aleatoria simple? Justifica tu respuesta.

3.29. El profesorado de una universidad estd constituido por 2.000 hombres y
500 mujeres. Una agencia interesada en la igualdad de oportunidades en el traba-
jo quiere conocer la opinién de los profesores sobre la situacién en la universidad.
Con el fin de prestar suficiente atencién a la opinién de las mujeres, la agencia
decide obtener una muestra aleatoria estratificada compuesta de 200 hombres y
200 mujeres. Se dispone de una lista de profesores ordenados alfabéticamente
y otra de profesoras. Explica cémo asignarias etiquetas numéricas y como utiliza-
rias una tabla de digitos aleatorios para escoger la muestra deseada. Situandote
en la fila 122 de la tabla B asigna etiquetas numéricas a las cinco primeras profe-
soras y a los 5 profesores de la muestra.

3.30. Redactado de preguntas. Haz un comentario sobre cada una de las siguien-
tes cuestiones como posibles preguntas de una encuesta. ;Esté clara la pregunta?
(Predispone a una respuesta determinada?
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(a) ;Cudl de las siguientes afirmaciones representa mejor tu opinién sobre el
control de los inmigrantes ilegales?

1. El Gobierno deberia impedir la inmigracién ilegal.
2. No se puede impedir el derecho de una persona a emigrar de su pais.

(b) Se deberia favorecer una moratoria de las armas nucleares, ya que de esta
forma se iniciarfa un proceso, muy necesario, para detener su fabricacién en todo
el mundo, lo que reduciria la posibilidad futura de una guerra nuclear. ;Estas de
acuerdo o en desacuerdo?

(c) En vista de la incesante degradacion medioambiental y del agotamiento
de los recursos naturales, ;favorecerias con incentivos econémicos el reciclaje de
los bienes de consumo?

3.31. Error de estimacién en encuestas. Una encuesta de opinién del New York Ti-
mes sobre temas relacionados con la mujer contacté con una muestra de 1.025 mu-
jeres y 472 hombres mediante una seleccién aleatoria de ndmeros telefénicos. El
New York Times publica habitualmente la descripcién completa de sus métodos de
encuesta. El siguiente pérrafo es parte de la descripcion de dicha encuesta.

En teoria, en 19 de cada 20 casos, los resultados que se basan en toda la muestra dife-
rirdn en no mds de tres puntos porcentuales en ambas direcciones de los resultados que se
habrian obtenido preguntando a todos los estadounidenses adultos. El error de estimacion
potencial de los subgrupos mds pequerios es mayor. Por ejemplo, para los hombres el error
es de mds menos un cinco por ciento."

Explica por qué el error de estimacion es mayor en las conclusiones que se
refieren sélo a los hombres que en las conclusiones que se refieren a todos los
adultos.

3.3 Diseiio de experimentos
Un estudio es realmente un experimento solamente cuando ejercemos alguna ac-

cién sobre personas, animales u objetos con el objetivo de observar sus respuestas.
La terminologia bésica de los experimentos es la siguiente.

12Del New York Times, 21 de agosto de 1989.
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UNIDADES EXPERIMENTALES, SUJETOS, TRATAMIENTOS

Los individuos con los que se hace un experimento son las unidades ex-
perimentales. Cuando éstas son seres humanos, se les llama sujetos. Una
determinada condicién experimental aplicada a las unidades experimen-
tales se llama tratamiento.

Puesto que el propdsito de un experimento es revelar la respuesta de una va-
riable a cambios de otras variables, la distinciéon entre variables explicativas y
variables respuesta es esencial. A las variables explicativas de un experimento se
les suele llamar factores. Muchos experimentos estudian los efectos conjuntos de
varios factores. En este tipo de experimentos, un tratamiento esta constituido por
la combinacién de los valores concretos de cada uno de los factores (a menudo
llamados niveles).

EJEMPLO 3.9. Absorcion de un medicamento

Unos investigadores que estudian la absorcién de un medicamento, lo inyectan
(el tratamiento) a 25 personas (los sujetos). La variable respuesta es la concentra-
cién de medicamento en la sangre de los sujetos, determinada 30 minutos des-
pués de la inyeccion. Este experimento tiene un solo factor con un tinico nivel. Si
se hubieran inyectado tres dosis distintas, seguiriamos teniendo un solo factor (la
dosis del medicamento), pero ahora con tres niveles. Los tres niveles del factor
serian los tres tratamientos que compararia el experimento. H

EJEMPLO 3.10. Efectos de anuncios de television

¢(Cudles son los efectos de someter a un sujeto repetidamente a un anuncio pu-
blicitario? La respuesta puede depender del ntimero de veces que el individuo
vea el anuncio y de la duracién de éste. Un experimento investigd este tema
utilizando estudiantes universitarios como sujetos. Todos los sujetos vieron un
programa de televisién de 40 minutos de duracién que incluia publicidad sobre
una cdmara de video. Algunos sujetos vieron un anuncio de 30 segundos; otros
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una version de 90 segundos. El mismo anuncio se repetia 1, 3 0 5 veces durante
el programa. Después de ver el programa, todos los sujetos pasaron una prueba
para determinar qué recordaban del anuncio, su actitud hacia la cdmara de video
y su predisposiciéon a comprarla. Los resultados de la prueba son las variables
respuesta.’

Este experimento tiene dos factores: la duracién del anuncio, con dos nive-
les, y el ntimero de repeticiones, con tres niveles. Las seis combinaciones de los
niveles de los factores constituyen 6 tratamientos. La figura 3.3 describe estos tra-
tamientos. H

Factor B
Repeticiones

1vez 3veces 5veces

1 2
Factor A 30 segundos 3

Duraciéon

90 segundos 4 5 6

Figura 3.3. Los tratamientos en el diseno experimental del
ejemplo 3.10. Las combinaciones de los niveles de los dos
factores dan seis tratamientos.

Los ejemplos 3.9 y 3.10 ilustran las ventajas de los experimentos sobre los
estudios observacionales. La experimentacién nos permite estudiar el efecto de
tratamientos concretos que nos interesan. Ademds, podemos controlar el entor-
no de las unidades experimentales manteniendo constantes los factores que care-
cen de interés para nosotros como, por ejemplo, el producto especifico anunciado
en el ejemplo 3.10. La situacién ideal corresponde a un experimento de labora-
torio en el que controlamos todos los factores externos. No obstante, como ca-
si todas las situaciones ideales, este tipo de control es dificil de conseguir en la
préctica. Con todo, un experimento bien disefiado hace posible que se puedan
obtener conclusiones respecto al efecto de una variable sobre otra.

Otra ventaja de los experimentos es que podemos estudiar de forma simulta-
nea el efecto combinado de varios factores. Cabe que la interaccién de varios fac-
tores produzca efectos que no se puedan predecir a partir del efecto individual de

13Arno J. Rethans, John L. Swasy y Lawrence J. Marks, “Effects of television commercial repeti-
tion, receiver knowledge, and commercial length: a test of the two-factor model”, Journal of Marketing
Research, 23, febrero de 1986, pags. 50-61.
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cada uno de ellos. Quizds, anuncios de mayor duracién aumenten el interés por
un producto, y una mayor frecuencia de anuncios también, pero si se aumenta
al mismo tiempo la duracién y la frecuencia, los telespectadores se enfadan y su
interés por el producto baja. El experimento de dos factores del ejemplo 3.10 nos
ayudard a descubrirlo.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.32. Drepanocitemia. La drepanocitemia es una enfermedad de los glébulos rojos
que en EE UU afecta principalmente a los negros. Esta enfermedad puede causar
mucho dolor y complicaciones. La hydroxyurea, ;puede reducir el dolor causado
por esta enfermedad? Un estudio del National Institute of Health de EE UU propor-
ciond la hydroxyurea a 150 enfermos y un placebo (falsa medicacién) a otros 150.
Posteriormente, los investigadores hicieron un recuento de los episodios de dolor
sufridos por cada enfermo. ;Cuadles son las unidades experimentales o sujetos?
Identifica el factor, los tratamientos y la variable respuesta.

3.33. Sellado de envases. Un fabricante de productos alimenticios utiliza envases
que se sellan en la parte superior mediante la aplicacion de una mordaza calien-
te después del llenado. El cliente separa las piezas selladas para poder abrir el
envase. ;Qué efecto tiene la temperatura de la mordaza sobre la fuerza necesaria
para poder abrir posteriormente el envase? Para responder a esta pregunta, unos
ingenieros experimentan con 20 pares de envases. Los ingenieros sellan 5 pares a
cada una de las siguientes temperaturas: 115 °C, 130 °C, 150 °C y 170 °C. Luego,
determinan la fuerza necesaria para separar cada precinto.

(a) ;Cuéles son las unidades experimentales?

(b) Existe un factor (variable explicativa). ;Cudl es y cudles son sus niveles?

(c) ;Cual es la variable respuesta?

3.34. Experimento industrial. Un ingeniero quimico esta disefiando el proceso de
produccién de un nuevo producto. La reaccién quimica que produce el producto
es posible que tenga un rendimiento mayor o menor segin la temperatura y la
velocidad de agitacion en el recipiente en el que tiene lugar la reaccién. El inge-
niero decide investigar el efecto de combinar dos temperaturas (50 °C y 60 °C) y
tres velocidades de agitacion (60 rpm, 90 rpm y 120 rpm) sobre el rendimiento del
proceso. El ingeniero procesard dos lotes de producto para cada combinacién de
temperatura y velocidad de agitacion.
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(a) ;Cuales son las unidades experimentales y cudl es la variable respuesta de
este experimento?

(b) ;Cuantos factores hay? ;Cudntos tratamientos? Utiliza un diagrama como
el de la figura 3.2 para mostrar los tratamientos.

(0) (Cuéntas unidades experimentales se precisan para hacer el experimento?

3.3.1 Experimentos comparativos

A menudo, los experimentos en los laboratorios cientificos tienen un disefio senci-
llo: aplican el tratamiento y miran qué ocurre. Podemos esquematizar este disefio
de esta manera:

Unidades — Tratamiento — Respuesta

En el laboratorio, intentamos evitar la confusién controlando rigurosamente
el entorno del experimento de manera que nada excepto el tratamiento experi-
mental influya sobre la respuesta. Sin embargo, cuando salimos del laboratorio,
casi siempre existen variables latentes preparadas para confundirnos. Cuando
nuestras unidades experimentales son personas o animales en vez de electrones
o compuestos quimicos, la confusién puede aparecer incluso en el ambiente con-
trolado de un laboratorio o de un hospital.

EJEMPLO 3.11. Congelacién como tratamiento de iilceras intestinales

La congelacién gdstrica es un ingenioso tratamiento contra las tlceras. El paciente
ingiere un globo deshinchado al que estan conectados una serie de tubos y luego
se hace circular por ellos una solucién refrigerada durante una hora. La idea es
que la congelacién del estomago reduce la segregacion de jugos gdstricos y, por
tanto, alivia el dolor. Un experimento publicado en el Journal of the American Medi-
cal Association mostré que la congelacion géstrica reducia la produccion de dcidos
y aliviaba el dolor de las tlceras. El tratamiento era seguro y facil de aplicar, y
fue ampliamente utilizado durante algunos afios. El disefio del experimento era
el siguiente:

Sujetos — Congelacién gastrica — Observacion del alivio

El experimento de la congelacion gastrica estaba mal disefiado. La respues-
ta de los pacientes podia haber sido debida al efecto placebo. Un placebo es un

Efecto
placebo
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tratamiento ficticio que no puede tener por si mismo ningtn efecto fisico. Muchos
pacientes responden favorablemente a cualquier tratamiento, incluso a un place-
bo, debido quizds a la confianza en el médico y a la esperanza de una curacién.
Esta respuesta a un tratamiento ficticio es el efecto placebo.

Un segundo experimento, realizado algunos afios mas tarde, dividié a los pa-
cientes con tlceras en dos grupos. Un grupo fue sometido a una congelacion gés-
trica. El otro recibi6 un tratamiento placebo en el cual la solucién del globo estaba
a la temperatura corporal. Los resultados: el 34% de los 82 pacientes sometidos al
tratamiento mejoraron, pero también lo hicieron un 38% de los 78 pacientes que
recibieron el placebo. Este y otros experimentos bien disefiados mostraron que la
congelacién gdstrica no era mejor que un placebo y se dejé de utilizar al poco
tiempo."* W

El primer experimento sobre la congelacién gastrica estaba sesgado. Sistema-
ticamente favorecia a la congelacién géastrica, ya que el efecto placebo se confun-
dia con el efecto del tratamiento.

Afortunadamente, la solucién es sencilla. Los experimentos deben comparar
tratamientos, mds que intentar valorar un tratamiento de forma aislada. Cuando
comparamos los dos grupos de pacientes del segundo experimento, el efecto pla-
cebo y otras variables latentes acttian en los dos grupos. La tnica diferencia entre
ellos es el efecto real de la congelacién géstrica. El grupo de pacientes que recibié
el placebo se llama grupo de control, ya que nos permite controlar los efectos de
las variables latentes sobre el resultado.

3.3.2 Experimentos completamente aleatorizados

El disefio de un experimento empieza describiendo las variables respuesta, los
factores (variables explicativas) y la disposicién de los tratamientos, teniendo el
principio de la comparacién como principio basico. El segundo aspecto del dise-
1o es el procedimiento utilizado para asignar las unidades experimentales a los
tratamientos. La comparacién de los efectos de los distintos tratamientos sélo es
valida si aplicamos todos los tratamientos a grupos de unidades experimenta-
les similares. Si una variedad de maiz se siembra en las parcelas mas fértiles, o

1., L. Miao, “Gastric freezing: an example of the evaluation of medical therapy by randomized
clinical trials”, en J. P. Bunker, B. A. Barnes y F. Mosteller (eds.), Costs, Risks and Benefits of Surgery,
Oxford University Press, New York, 1977, pags. 198-211.
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si un medicamento contra el cdncer se suministra a los pacientes menos graves,
las comparaciones entre tratamientos estdn sesgadas. ;Como hay que asignar las
distintas unidades experimentales a los tratamientos de manera que ésta sea justa
para todos los tratamientos?

Nuestra respuesta es la misma que vimos en el muestreo: dejemos que sea
el azar el que de forma impersonal haga las asignaciones. La utilizacién del azar
para dividir las unidades experimentales en grupos se llama aleatorizacién. Los
grupos formados aleatoriamente no dependen de ninguna caracteristica de las
unidades experimentales o del criterio del experimentador.

Un experimento que utiliza la comparacién y la aleatorizacién es un experi-
mento comparativo aleatorizado. He aqui un ejemplo.

EJEMPLO 3.12. Valor nutritivo del desayuno

Una empresa de productos alimenticios quiere evaluar el valor nutritivo de un
nuevo “desayuno instantaneo” alimentando con dicho producto un grupo de ra-
tas macho acabadas de destetar. La variable respuesta es el aumento de peso de
las ratas al cabo de 28 dias. Un grupo de control es alimentado con una dieta
tipica, pero es tratado igual que el grupo experimental en todos los demds as-
pectos.

Este experimento tiene un factor (la dieta) con dos niveles. Los investigadores
utilizan 30 ratas en el experimento y, por tanto, las tienen que dividir en dos gru-
pos de 15. Si quieres hacerlo de forma no sesgada, pon los ntimeros de las jaulas
de las 30 ratas en un sombrero, mézclalos y saca 15 de ellos. Estas ratas forman
el grupo experimental y las restantes forman el grupo de control. Es decir, cada
grupo es una muestra aleatoria simple de las ratas disponibles.

En la préctica, para aleatorizar, utilizamos una tabla de digitos aleatorios. Eti-
queta las ratas de 01 a 30. Sittate en la fila 130 de la tabla B. Contintia por esta fila
(y por las filas 131 y 132 si es necesario) hasta que hayas escogido 15 ratas. Son
las ratas etiquetadas como

05 16 17 20 19 04 25 29 18 07 13 02 23 27 21

Estas ratas forman el grupo experimental; las 15 restantes son el grupo de
control.

Aleatori-
zacion

Experimento
comparativo
aleatorizado
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3.3.3 Experimentos completamente aleatorizados

El disefio de la figura 3.4 combina la comparacién y la aleatorizacién para llegar al
disefio estadistico mds sencillo para un experimento. Este diagrama de flujo pre-
senta todo lo esencial: aleatorizacién, el tamafio y el tratamiento que recibe cada
grupo, y la variable respuesta. Existen razones estadisticas, tal como veremos mas
adelante, para que tamarios de los distintos grupos sean similares. Llamaremos a
los disefios como los de la figura 3.4, disefios completamente aleatorizados.

Grupo 1 Tratamiento 1
—_—

/ 15 ratas Nueva dieta \
Asignacion Comparacién de los
aleatoria aumentos de peso
\ Grupo 2 Tratamiento 2 /
e

15 ratas Dieta tipica

Figura 3.4. Esquema de un experimento comparativo
aleatorizado. Para el ejemplo 3.12.

DISENO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO

En un disefio experimental completamente aleatorizado, todas las uni-
dades experimentales se asignan al azar a todos los tratamientos.

Los disefios completamente aleatorizados pueden comparar cualquier nime-
ro de tratamientos. He aqui un ejemplo que compara tres tratamientos.

EJEMPLO 3.13. Ahorro de energia

Muchas compaiiias eléctricas han ideado sistemas para animar a sus clientes a to-
mar medidas para ahorrar energia. Una compafifa eléctrica estudia instalar en los
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hogares de sus abonados unos indicadores eléctricos que muestren lo que costarfa
la factura mensual de electricidad si el consumo de ese momento continuase du-
rante un mes. ;Se reduciria de esta manera el consumo de electricidad? ;Se podria
conseguir el mismo efecto utilizando sistemas mds baratos? La compaiiia eléctrica
decide disefiar un experimento.

Un procedimiento més barato consiste en entregar a los abonados una tabla
con informacién sobre la manera de vigilar su consumo. El experimento compara
los dos métodos (los indicadores electrénicos y la tabla) y también un grupo con-
trol. Se informa a este grupo de control de la necesidad de ahorrar energia pero
no se le da ninguna ayuda concreta para controlar su consumo de electricidad.
La variable respuesta es el consumo total de electricidad en un afio. La compafiia
tiene acceso a 60 hogares unifamiliares en una misma ciudad dispuestos a parti-
cipar en el experimento, de manera que asigna aleatoriamente 20 hogares a cada
uno de los tres tratamientos. La figura 3.5 esquematiza el disefio.

Para asignar aleatoriamente los hogares a los tres grupos, etiqueta los 60 ho-
gares del 01 al 60. Entra en la tabla B y selecciona una muestra aleatoria simple de
20 hogares que seran los hogares en los que se instalen los indicadores. Contintia
en la tabla B y selecciona 20 hogares més, que serdn los que recibirdn informacién
sobre como vigilar su consumo. Los restantes formarén el grupo de control. B

Grupo 1 Tratamiento 1
—_—
/ 20 casas Indicador \
Asignacion Grupo 2 Tratamiento 2 Comparacion
. — e — de los consumos
aleatoria 20 casas Tabla ..
de electricidad
Grupo 3 Tratamiento 3
—_—
20 casas Tabla

Figura 3.5. Esquema de un disefio completamente aleatorizado
para comparar tres tratamientos. Para el ejemplo 3.13.

Los disefios utilizados en los experimentos de los ejemplos 3.12 y 3.13 son
completamente aleatorizados que comparan niveles de un solo factor. En el ejem-
plo 3.12, el factor es la dieta proporcionada a las ratas. En el ejemplo 3.13 es el
método que se propone para promover el ahorro de energia. Los disefios comple-
tamente aleatorizados pueden tener mas de un factor. El experimento del anuncio
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del ejemplo 3.10 tiene dos: la duracién y el nimero de repeticiones de un anuncio
televisivo. Sus combinaciones forman los seis tratamientos sefialados en la figu-
ra 3.3. Un disefio completamente aleatorizado asigna al azar a los sujetos a estos
seis tratamientos. Una vez queda claro cudles son los tratamientos, la aleatori-
zacién en un disefio completamente aleatorizado puede resultar tediosa pero no
tiene mayores problemas.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.35. Tratamiento de préstata. Un amplio estudio utilizé datos del Sistema Nacio-
nal de Salud de Canada para comparar la efectividad de dos tratamientos para los
problemas de proéstata. Estos tratamientos son la cirugia tradicional y un nuevo
método que no precisa cirugfa. Los datos describen muchos pacientes cuyos mé-
dicos habfan escogido uno de los dos métodos. El estudio concluy6 que los pa-
cientes tratados con el nuevo método tenian bastantes mas posibilidades de morir
antes de 8 afos que los pacientes tratados con el método tradicional.”

(a) Un estudio posterior con los mismos datos mostré que esta conclusion era
falsa. Las muertes adicionales entre los pacientes que siguieron el nuevo méto-
do se podian explicar con variables latentes. ;Qué variables latentes se podrian
confundir con el hecho de que un médico eligiera un tratamiento quirtirgico o no
quirtrgico?

(b) Tienes 300 pacientes de prostata que desean participar como sujetos en un
experimento para comparar los dos métodos. Esquematiza el disefio de un expe-
rimento comparativo aleatorizado. (Asegurate de indicar el tamafio de los grupos
de tratamiento y cudl es la variable respuesta, cuando esquematices el disefio de
un experimento. Los diagramas de las figuras 3.4 y 3.5 sirven de modelo.)

3.36. Sellado de envases. Esquematiza el disefio experimental completamente
aleatorizado del experimento de los envases del ejercicio 3.33. (Cuando esquema-
tices el disefio de un experimento, asegurate de indicar el tamafo de los grupos de
tratamiento y cudl es la variable respuesta. Los diagramas de las figuras 3.4 y 3.5
sirven de modelo.) Utiliza un programa o la tabla B (empezando por la linea 120)
para llevar a cabo la aleatorizacién requerida.

15Chris’copher Anderson, “Measuring what works in health care”, Science, 263, 1994,
pags. 1.080-1.082.
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3.37. Las empresas con servicio de guarderia, ;son mds atractivas? Si se ofre-
ce un servicio de guarderia para los hijos de los empleados de una empresa, ¢la
empresa resulta mds atractiva para las mujeres, incluso para aquellas que no se
han casado? Estés disefiando un experimento para contestar a esta pregunta. Pre-
paras unos folletos para la contratacién de personal de dos empresas ficticias,
ambas con negocios similares y con idéntica ubicacion. El folleto de la Empre-
sa A no menciona el servicio de guarderfa. En cambio, existen dos versiones de
los folletos de la Empresa B. Ambos son idénticos con la excepcién de que uno
de los folletos indica que la empresa ofrece un servicio de guarderia. Tus sujetos
son 40 mujeres solteras con estudios universitarios y que buscan empleo. Cada
sujeto leerd los folletos de ambas empresas y elegird la empresa en la que prefe-
rirfa trabajar. Daras una de las versiones del folleto de la Empresa B a la mitad
de las mujeres y la otra version a la otra mitad. Crees que un mayor porcentaje de
las mujeres que leyeron el folleto que incluye el servicio de guarderia escogerdn la
Empresa B.

(a) Esquematiza el disefio apropiado del experimento.

(b) A continuacién se dan los nombres de los sujetos. Utiliza la tabla B, co-
menzando en la fila 131, para llevar a cabo la aleatorizacién que precisa tu dise-
fio. Haz una lista de los sujetos que leerdn la versién que menciona el servicio de

guarderia.

Andrés Delicado Gutiérrez Martin Ruiz
Aznar Diaz Horacio Martinez Sénchez
Eizaguirre Albajes Pons Sarastia Avilla
Calle Flores Iselin Puértolas Serrano
Casas Garcia Jano Puig Silvestre
Castillo Garzon Jordana Quinones Ventura
Colell Grumete Kubala Rivera Vives
Cuadras Guruzeta Labeaga Roca Zilibotti

3.3.4 Loégica de los disefios comparativos aleatorizados

Los disefios comparativos aleatorizados se designan para proporcionar eviden-
cia de que diferencias en los tratamientos realmente causan las diferencias que
vemos en las respuestas. Su légica es la siguiente:

e La asignacién aleatoria de los sujetos deberia formar grupos similares en
todos los aspectos antes de aplicar los tratamientos.
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e Los disefios comparativos garantizan que influencias distintas a las de los
tratamientos experimentales afecten por igual a todos los grupos.

e DPor tanto, las diferencias en las respuestas medias pueden ser debidas
a los tratamientos o al papel del azar en la asignacion aleatoria de los
sujetos a los tratamientos.

Decir que “pueden ser debidas a los tratamientos o al papel del azar” requiere
un poco de reflexién. En el ejemplo 3.12, no podemos decir que cualquier diferen-
cia en las ganancias medias de peso de los ratones alimentados con las dos dietas
sea debida a la diferencia entre las dietas. Hubiera habido alguna diferencia in-
cluso si los dos grupos hubieran recibido la misma dieta, ya que la variabilidad
natural entre ratas hace que unas crezcan mas deprisa que las otras. El azar pue-
de asignar ratas que crecen mds deprisa a un grupo que al otro y por tanto crea
una diferencia debida al azar entre los dos grupos. No nos fiaremos de un ex-
perimento que sélo tenga una rata en cada grupo. Los resultados dependerian
demasiado de si un grupo fue afortunado y recibi6 la rata que crece mas deprisa.
Sin embargo, si asignamos muchas ratas a cada grupo el efecto del azar se com-
pensara y habra poca diferencia entre las medias de los dos grupos a no ser que
las dietas por ellas mismas causen las diferencias. “Utilizar suficientes unidades
experimentales reduce la variacion del azar”, esta es la tercera gran idea del di-
seflo estadistico de experimentos.

PRINCIPIOS DEL DISENO DE EXPERIMENTOS

Los principios basicos del disefio estadistico de experimentos son

1. Control de los efectos de las variables latentes en la respuesta. La
manera mds simple es comparar varios tratamientos.

2. Aleatorizacion. La utilizaciéon del azar para asignar sujetos a los
tratamientos.

3. Replicacidn. La replicacién del experimento con muchos sujetos, con
el fin de reducir el efecto del azar sobre la variacién de los resultados.
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Esperamos que las diferencias en las respuestas sean suficientemente grandes
de manera que sea poco probable que éstas diferencias aparezcan sélo por azar.
Podemos utilizar las leyes de la probabilidad, que proporcionan una descripcién
matematica del comportamiento aleatorio, para valorar si las diferencias observa-
das no se deben sélo al azar. Si éstas diferencias no se deben sélo al azar, decimos
que son estadisticamente significativas.

SIGNIFICACION ESTADISTICA

Un efecto observado demasiado grande para ser atribuido sélo al azar se
denomina estadisticamente significativo.

Si en un experimento comparativo aletorizado observamos diferencias esta-
disticamente significativas entre grupos, podemos atribuirlas a los tratamientos.
A menudo encontrarés la expresiéon “estadisticamente significativo” en los resul-
tados de diferentes campos de estudio. La gran ventaja de los experimentos com-
parativos aleatorizados es que podemos obtener datos que proporcionan buena
evidencia para relaciones de causa-efecto entre una variable explicativa y una va-
riable respuesta. En general, sabemos que la existencia de una fuerte asociacién
no implica la existencia de una relacion de causalidad. En cambio, una asocia-
cién estadisticamente significativa en los resultados de un disefio bien disefiado
implica que existe una relacién de causa-efecto.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.38. Ahorro de energia. El ejemplo 3.13 describe un experimento que tiene co-
mo objetivo averiguar silos hogares a los que se les ha proporcionado indicadores
electronicos o tablas reducirdn su consumo de electricidad. Un ejecutivo de la em-
presa eléctrica se opone a incluir un grupo de control. Dice: “Serfa mds sencillo
comparar el consumo de electricidad del afo pasado (antes de que se suminis-
trara el indicador o la tabla) con el consumo durante el mismo periodo de este
afio. Si los hogares utilizaran menos electricidad este afio, seria sefial de que el
indicador o la tabla funcionan”. Explica claramente por qué este disefio es peor
que el del ejemplo 3.13.
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3.39. Ejercicio fisico y ataques al corazén. La practica habitual de ejercicio fisico,
(reduce el riesgo de un ataque al corazén? He aqui dos maneras de estudiar este
tema. Explica claramente por qué el segundo disefio producird datos mads fiables.

1. Una investigadora selecciona a 2.000 hombres de mas de 40 afios que hacen
ejercicio habitualmente y que no han tenido ataques al corazén. A continua-
cién, selecciona otro grupo de 2.000 hombres de caracteristicas lo mds simila-
res posible a los anteriores, pero que no hacen ejercicio habitualmente, y hace
un seguimiento de ambos grupos durante 5 afios.

2. Otra investigadora selecciona a 4.000 hombres de mds de 40 afios que no han
tenido ataques al corazén y que estdn dispuestos a participar en un estudio.
La investigadora asigna un grupo de 2.000 hombres a un programa de ejerci-
cio regular. Los restantes 2.000 contintian con sus costumbres habituales. La
investigadora hace un seguimiento de ambos grupos durante 5 afios.

3.40. Inferencia estadistica. El vicerrectorado de Asuntos Econémicos de una uni-
versidad pregunta a una muestra de alumnos sobre sus empleos y sus salarios. El
informe dice que “respecto a los salarios percibidos durante el curso académico,
se hall6 una diferencia significativa entre sexos: los hombres, como media, ganan
mas que las mujeres. No se hallé ninguna diferencia significativa entre los sala-
rios de los alumnos de procedencia urbana y de procedencia rural”. Explica con
un lenguaje sencillo el significado de “una diferencia significativa” y “ninguna
diferencia significativa”.

3.3.5 Precauciones con los experimentos

Los resultados de un experimento comparativo aleatorizado dependen de nues-
tra capacidad para tratar idénticamente a todas las unidades experimentales en
cualquier aspecto salvo los tratamientos que queremos comparar. Los buenos
experimentos exigen dedicar atencién a los pequefios detalles. Por ejemplo, los
sujetos de los dos grupos del segundo experimento sobre la congelacién gds-
trica (ejemplo 3.11) recibieron todos las mismas atenciones médicas durante los
afios que duro el experimento. Los investigadores se fijaron en detalles como ase-
gurar que el tubo en la boca de cada sujeto estuviera frio tanto si el liquido del
balén se refrigeraba como si no.

Es mads, el experimento fue doblemente ciego —ni los sujetos ni el personal
médico que trabajaba con ellos sabian el tratamiento que recibia cada sujeto—.
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Los experimentos doblemente ciegos evitan los sesgos inconscientes, por ejem-
plo, los debidos a un médico que crea que no es posible que un placebo tenga
ningdn efecto.

El punto débil potencial mds importante de los experimentos es la falta de
realismo: los sujetos, los tratamientos o la disposiciéon de un experimento puede
ser que no repitan de forma real las condiciones que queremos estudiar. He aqui
dos ejemplos.

EJEMPLO 3.14. Respuesta a anuncios

El estudio sobre la publicidad televisiva del ejemplo 3.10 mostré un video de
40 minutos a estudiantes que sabian que se estaba haciendo un experimento. No
podemos estar seguros de que los resultados del experimento puedan hacerse
extensivos a los telespectadores corrientes. Muchos experimentos en ciencias del
comportamiento utilizan como sujetos a estudiantes que saben que participan en
un experimento. Esta no es una situacion realista. l

EJEMPLO 3.15. Tercera luz de freno

En EE UU es obligatorio desde 1986 que todos los coches vendidos lleven una
tercera luz de freno. Llevar esta tercera luz de freno, ;realmente reduce las co-
lisiones traseras? Experimentos comparativos aleatorizados con flotas de coches
de alquiler y de empresas, hechos antes de que la tercera luz de freno fuera obli-
gatoria, mostré que este tipo de luz reducia el riesgo de colisiones traseras en mas
de un 50%. Sin embargo, una vez se ha generalizado la utilizacién de este tipo de
luz, se ha visto que la reduccién es sélo del 5%.

¢Qué ocurri6é? Cuando se llevaron a cabo los experimentos, la mayoria de co-
ches no llevaban la tercera luz de freno, y por tanto ésta llamaba la atencién de los
conductores que iban detras de estos automoviles. Ahora que la mayoria de co-
ches llevan la tercera luz, ésta ya no llama la atencion de los conductores. B

La falta de realismo puede limitar nuestra capacidad para extender las con-
clusiones de un experimento a situaciones de mayor interés. La mayoria de los in-
vestigadores quieren generalizar sus conclusiones a situaciones mas amplias que
las del experimento. El andlisis estadistico del experimento original no nos pue-
de decir en qué medida son extrapolables los resultados. De todas formas, los

Falta de
realismo
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experimentos comparativos aleatorizados, por su capacidad para dar evidencia
sobre la causalidad, son una de las ideas mds importantes de la estadistica.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.41. Meditar, ;reduce la ansiedad? Un experimento que afirma demostrar que
la meditacién disminuye la ansiedad se desarrollé como sigue. Un investigador
entrevisto a los sujetos del experimento y valoré sus niveles de ansiedad. Luego,
se distribuy¢ a los sujetos, aleatoriamente, en dos grupos. El investigador ensefié
cémo hacer meditacién a un grupo, cuyos miembros hicieron meditacién diaria-
mente durante un mes. Al otro grupo simplemente se le dijo que procurara rela-
jarse mas. Al final del mes, el investigador entrevisté de nuevo a todos los sujetos
y valord sus niveles de ansiedad. El grupo de meditacién ahora tenia menos an-
siedad. Algunos psicélogos dijeron que los resultados eran sospechosos porque
las valoraciones no fueron ciegas. Explica qué significa esto y cémo el hecho de
que el experimento no fuera ciego podia sesgar los resultados que se obtuvieron.

3.42. Los laboratorios Fizz, una empresa farmacéutica, han desarrollado un nuevo
analgésico. Se dispone de 60 pacientes que padecen artritis y que necesitan anal-
gésicos. Se tratard a cada paciente y una hora més tarde se le preguntara: “;Qué
porcentaje aproximado de alivio del dolor has experimentado?”.

(a) ¢Por qué no se debe administrar simplemente el nuevo medicamento y
tomar nota de la respuesta de los pacientes?

(b) Dibuja en forma de esquema el disefio de un experimento que compare la
efectividad del nuevo medicamento con la efectividad de la aspirina y con la de
un placebo.

(c) ¢Se deberia decir a los pacientes qué medicamento reciben? ; Probablemen-
te, como afectaria este conocimiento a sus reacciones?

(d) Si a los pacientes no se les dijera qué tratamiento reciben, el experimento
serfa ciego. ;Deberia ser también doblemente ciego? Explicalo.

3.3.6 Disefios por pares

Los disefios completamente aleatorizados son los disefios estadisticos mds sen-
cillos aplicables a experimentos. Aunque ilustran claramente los principios de
control, aleatorizacién y replicacién, sin embargo, los disefios completamente
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aleatorizados son a menudo peores que otros disefios estadisticos mas elabora-
dos. En particular, la agrupaciéon de sujetos similares, siguiendo distintos crite-
rios, puede producir resultados mds precisos que la simple aleatorizacién.

Un disefio experimental que combina la agrupacion de sujetos similares con
la aleatorizacion es el disefio por pares. Este disefio solamente compara dos tra-
tamientos. Escoge pares de sujetos tan parecidos como sea posible. Asigna uno
de los tratamientos a uno de los dos sujetos tirando una moneda al aire o esco-
giendo digitos pares o impares de la tabla B. Algunas veces los “dos sujetos” de
cada par consisten en sélo un sujeto, que recibe los dos tratamientos, uno después
del otro. Cada sujeto acttia como su propio control. El orden de los tratamientos
puede influir sobre la respuesta del sujeto, en consecuencia, para cada sujeto,
aleatorizaremos el orden de los tratamientos. Otra vez, con una moneda.

EJEMPLO 3.16. Coca-Cola frente a Pepsi

Pepsi-Cola quiso demostrar que los consumidores de Coca-Cola en realidad pre-
fieren Pepsi-Cola, cuando prueban a ciegas las dos bebidas. Los sujetos, personas
que se habian declarado consumidores de Coca-Cola, probaron las dos bebidas en
vasos sin marcar y dijeron cudl de ellas les gustaba mads. Se trata de un disefio por
pares en el cual cada sujeto compara las dos bebidas. Debido a que las respuestas
pueden depender de la bebida que se probd primero, hay que elegir al azar el
orden de consumicion de las bebidas para cada sujeto.

Cuando més de la mitad de los consumidores de Coca-Cola escogieron Pepsi-
Cola, la primera compafiia aleg6 que el experimento estaba sesgado. Los vasos de
Pepsi estaban marcados con una “M” y los de Coca-Cola con una “Q”. jAjd!, dijo
Coca-Cola, esto s6lo demuestra que la gente prefiere la letra “M” a la letra “Q”.
Un buen disefio experimental deberia haber procurado evitar cualquier diferen-
cia que no fuera la de los tratamientos.'* B

3.3.7 Diseifio en bloques

Los disefios por pares utilizan los principios de comparacién de tratamientos, de
aleatorizacién y de replicaciéon de varias unidades experimentales o sujetos. Sin

16 Advertising: the cola war”, Newsweek, 30 de agosto de 1976, pag. 67.

Diseifio por
pares
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embargo, la aleatorizaciéon no es completa —no asignamos aleatoriamente todos
los sujetos a los dos tratamientos—. Lo que hacemos es aleatorizar dentro de ca-
da par. Esta manera de proceder permite que la agrupacion reduzca el efecto de
la variacién entre sujetos. El disefio por pares es un ejemplo del disefio en bloques.

DISENO EN BLOQUES

Un bloque es un grupo de unidades experimentales, o de sujetos, que
son similares con relacién a aspectos que se cree que influyen sobre la res-
puesta de éstos a los tratamientos. En un disefio en bloques, la asignacion
aleatoria de las unidades experimentales a los tratamientos se lleva a cabo
de forma independiente dentro de cada bloque.

Un disefio en bloques combina la idea de crear grupos de tratamientos equi-
valentes mediante la agrupacién con el principio de formar grupos al azar. Los
bloques son otra forma de control. Los bloques controlan los efectos de algunas
variables externas, estas variables se incorporan al experimento formando los blo-
ques. He aqui algunos ejemplos tipicos de disefio en bloques.

EJEMPLO 3.17. Comparacion de tratamientos contra el cancer

La expansion de un determinado tipo de cancer no es la misma en hombres que
en mujeres. Un experimento clinico comparé tres terapias para este cdncer de
manera que el sexo se traté como variable bloque. La asignacién aleatoria de los
sujetos a los tratamientos se hizo de forma separada para hombres y para mu-
jeres. La figura 3.6 esquematiza el disefio de este experimento. Fijate en que la
aleatorizacién no interviene en la determinacién de los bloques. Existen grupos
de sujetos que difieren en algo (el sexo en este caso), esto estaba claro antes de
empezar el experimento. ll

EJEMPLO 3.18. Comparacién de politicas de bienestar social

Un experimento sobre politica de bienestar social valorara el efecto sobre los in-
gresos familiares tanto de nuevos sistemas de bienestar como del sistema actual.
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: ;2 Grupo1l —» Terapial
Hombres —> A81gnaF on é: Grupo 2 —» Terapia 2 \_> Compa.ra la.
/ aleatoria ™~ Grupo3 —» Terapia3 — Supervivencia

Sujetos

. - Grupol —» Terapial
Asignacion —7 Grupo 2 Terapia 2 ~a Compara la

Mujeres —» . . .
aleatoria ™ Grupo 3 Terapia 3 _¥ supervivencia

Figura 3.6. Esquema del disefio en bloques del ejemplo 3.17. Un
bloque esta formado por hombres y otro por mujeres. Los trata-
mientos son tres terapias contra el cancer.

Debido a que los ingresos futuros de una familia estdin muy relacionados con los
ingresos actuales, las familias que estdn de acuerdo en participar en el experi-
mento se dividen en bloques de ingresos similares. Las familias de cada bloque
se asignan luego al azar a los distintos sistemas de bienestar social. B

Los bloques nos permiten sacar conclusiones distintas, por ejemplo, sobre
hombres y mujeres en el estudio sobre el cancer del ejemplo 3.17. Los bloques
también permiten obtener conclusiones generales més precisas, ya que las dife-
rencias sistemadticas entre hombres y mujeres se pueden eliminar cuando estu-
diamos el efecto de las tres terapias. La idea de los bloques es un importante
principio del disefio de experimentos que hay que afiadir a los que hemos visto.
Un experimentador prudente hara bloques basados en las fuentes de variaciéon
inevitables mds importantes que afectan a las unidades experimentales. Poste-
riormente, la aleatorizacién compensara los efectos de la variacién remanente y,
por tanto, nos permitird una comparacién no sesgada de los tratamientos.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

3.43. Comparacién de la fuerza de las manos. En personas diestras, la mano dere-
cha, ;jes generalmente mas fuerte que la izquierda? Puedes medir la fuerza de
la mano de forma aproximada colocando una bascula de bafio sobre un estan-
te de manera que sobresalga un extremo; luego, aprieta la bascula con el pulgar
por debajo y los demds dedos por encima. La lectura de la bascula muestra la
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fuerza ejercida. Describe el disefio de un experimento por pares para comparar
la fuerza de las manos derecha e izquierda utilizando como sujetos a 10 personas
diestras (no es necesario que hagas la aleatorizacién).

3.44. Los graficos, ;ayudan a los inversores? Algunos expertos en inversiones
creen que los gréficos que muestran las tendencias de los precios de los valo-
res bursétiles del pasado pueden ayudar a predecir los precios futuros. La ma-
yoria de los economistas no estan de acuerdo. En un experimento para examinar
los efectos de la utilizacién de los gréficos de tendencias, unos estudiantes de
empresariales negocian (hipotéticamente) con una divisa en sus pantallas de or-
denador. Los sujetos son 20 estudiantes, llamados por comodidad A, B, C, ..., T.
Su objetivo es ganar tanto dinero como sea posible. A los que lo hagan mejor se
les recompensard con pequeiios premios. Los estudiantes tienen en el ordenador
la relacién en pesetas de los precios anteriores de la divisa. Algunos disponen
también de un programa estadistico que muestra la tendencia de los precios en el
pasado. Describe dos disefios para este experimento, un disefio completamente
aleatorizado y uno por pares, en el que cada alumno sea su propio control. En
ambos casos, lleva a cabo la aleatorizaciéon que exija el disefio.

3.45. Comparacién de tratamientos de adelgazamiento. Veinte mujeres obesas
estdn dispuestas a participar en un estudio sobre la efectividad de cuatro trata-
mientos para la pérdida de peso: A, B, C y D. El investigador calcula primero
cudl es el exceso de peso de cada sujeto comparando el peso del sujeto con su
peso “ideal”. Los sujetos y sus excesos de peso en kilogramos son

Alberdi 18 Hernandez 13 Moreno 13 Soler 15

Balcells 17 Homar 16 Navajo 20 Soteras 17
Barbero 15 Izquierdo 14 Oranich 15 Tasis 18
Cruz 17 Lorente 16 Rodriguez 15 Tusén 21
Domingo 12 Marin 14 Santiago 27 Zabalza 11

La variable respuesta es la pérdida de peso tras 8 semanas de tratamiento. Ya
que el exceso de peso del sujeto influird en la respuesta, el disefio adecuado es un
disefio en bloques.

(a) Ordena a los sujetos de menor a mayor exceso de peso. Forma 5 bloques
de 4 sujetos cada uno, agrupando los 4 con menos exceso de peso, luego los si-
guientes 4, etc.

(b) Utiliza la tabla B para asignar de forma aleatoria alguno de los cuatro
tratamientos de pérdida de peso a cada uno de los sujetos que forman un bloque.
Asegtrate de explicar exactamente cémo utilizaste la tabla.
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RESUMEN DE LA SECCION 3.3

En un experimento imponemos uno o mds tratamientos a las unidades experi-
mentales o a los sujetos. Cada tratamiento es una combinacién de los niveles de
las variables explicativas, que llamamos factores.

El disefio de un experimento describe la eleccién de los tratamientos y la
manera de asignar las unidades experimentales, o los sujetos, a esos tratamientos.

Los principios basicos del disefio estadistico de experimentos son el control,
la aleatorizacién y la replicacién.

La forma mas simple de control es la comparacién. Los experimentos deben
comparar dos o0 mds tratamientos para evitar confundir el efecto de un tratamien-
to con otras influencias, tales como las variables latentes.

La aleatorizacién utiliza el azar para asignar sujetos a tratamientos. Ade-
mas de eso, crea grupos de tratamientos que son similares (excepto por la varia-
cién debida al azar) antes de que se apliquen dichos tratamientos. La aleatori-
zacién y la comparaciéon conjuntas evitan el sesgo, o el favoritismo sistematico,
en los experimentos.

La aleatorizacién se puede llevar a cabo asignando etiquetas numéricas a las
unidades experimentales y utilizando una tabla de digitos aleatorios para selec-
cionar los grupos de tratamientos.

La replicacién de tratamientos en muchas unidades reduce el efecto de la
variacion del azar y hace que el experimento sea mas sensible a las diferencias
entre tratamientos.

Los buenos experimentos exigen tanto prestar atencion a los detalles como
realizar un buen disefio estadistico. Muchos experimentos médicos u otros sobre
el comportamiento de personas son doblemente ciegos. La falta de realismo de
un experimento nos puede impedir generalizar sus resultados.

Ademads de la comparacién, una segunda forma de control consiste en res-
tringir la aleatorizaciéon formando bloques de unidades experimentales que son
similares en aquellos aspectos que se estiman importantes para la respuesta. La
aleatorizacién se lleva a cabo, de forma independiente, dentro de cada uno de los
bloques.

El disefio por pares es una forma habitual de disefio en bloques utilizado
para comparar s6lo dos tratamientos. En algunos disefios por pares cada suje-
to recibe ambos tratamientos en orden aleatorio. En otros disefios, los sujetos se
agrupan por pares lo méas parecidos posible y un sujeto de cada par recibe cada
tratamiento.
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EJERCICIOS DE LA SECCION 3.3

3.46.(a) El ejercicio 2.64 describe un estudio sobre los efectos de una infusién de té
sobre la actitud de los residentes de una clinica. Este estudio, ;es un experimento?
(Por qué?

(b) El ejercicio 2.65 describe un estudio sobre el efecto del aprendizaje de una
lengua extranjera sobre el dominio de la lengua propia. Este estudio, jes un ex-
perimento? ;Por qué?

3.47. Estudios de mercado y nifios. Si los nifios tienen més posibilidades de esco-
ger un determinado tipo de productos, ;tenderan a preferirlos frente a otro tipo
similar pero que ofrezca menos posibilidades de eleccién? Unos expertos en estu-
dios de mercado lo quieren averiguar. Un experimento prepard tres “conjuntos de
eleccién” de bebidas. El primero contenia dos bebidas lacteas y dos zumos de fru-
tas. El segundo contenia los mismos zumos de frutas, pero cuatro bebidas lacteas.
Finalmente, el tercero contenia cuatro zumos de frutas, pero sélo las dos bebidas
lacteas del primer conjunto. Los investigadores dividieron al azar en tres grupos
a 210 nifos de edades comprendidas entre 4 y 12 afios. Se ofreci6 a cada grupo
uno de los conjuntos de eleccién. A medida que cada nifio elegia una bebida, los
investigadores iban anotando si la eleccién era una bebida lactea o un zumo de
frutas.

(a) En el experimento, ;cudles son las unidades experimentales (o los sujetos)?

(b) De todas las variables del experimento, ;cudl es el factor y cudles son sus
niveles?

(c) ;Cual es la variable respuesta?

(d) Explica cémo asignarias las etiquetas a los sujetos. Utiliza la tabla B en la
linea 125 para escoger sélo los 5 primeros sujetos asignados al primer tratamiento.

3.48. Aspirina y ataques al corazén. La aspirina, ;puede evitar los ataques al
corazén? Un importante experimento médico (Physicians’ Health Study), en el que
participaron 22.000 médicos, intent6é responder a dicha pregunta. Un grupo de
unos 11.000 médicos tom¢ una aspirina un dia si y otro no, mientras que el resto
tomoé un placebo. Después de varios afios, el estudio hallé que los sujetos del
grupo de la aspirina tuvieron significativamente menos ataques al corazén que
los sujetos del grupo placebo.

(a) Identifica los sujetos experimentales, el factor y sus niveles, y la variable
respuesta del estudio.

(b) Utiliza un esquema para presentar un disefio completamente aleatorizado
de este estudio.
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3.49. Rezo y meditacién. Supén que lees en una revista que “tratamientos no fisi-
cos tales como la meditacion y el rezo han demostrado ser efectivos, en estudios
controlados cientificamente, para enfermedades como el exceso de presiéon san-
guinea, el insomnio, las tlceras y el asma”. Explica en un lenguaje sencillo qué
significa “estudios controlados cientificamente” y por qué este tipo de estudios
puede demostrar que la meditacién y el rezo son tratamientos efectivos para de-
terminados problemas médicos.

3.50. Reduccién del gasto de la Seguridad Social. La gente, ;utilizarfa menos
los servicios médicos del Estado si tuviera que pagar parte de los costes de los
servicios que utiliza? Un experimento sobre este tema se preguntaba si el por-
centaje que tuviera que pagar la gente de los costes médicos sufragados por la
Seguridad Social podria tener efecto sobre la utilizacién de los servicios médicos
por parte de la poblacién. Los tratamientos eran cuatro planes de cofinanciaciéon
de los costes de los servicios médicos. Por encima de un determinado umbral,
todos los planes cubrian el 100% de los costes. Por debajo de este umbral los cos-
tes sufragados por los planes eran el 100%, el 75%, el 50% o el 0% de los costes
ocasionados.

(a) Esquematiza el disefio de un experimento comparativo aleatorizado ade-
cuado para este estudio.

(b) Describe de forma concisa las dificultades practicas y éticas que pueden
surgir en este tipo de experimentos.

3.51. Conducir habiendo bebido. Una vez que una persona ha sido condenada
por conducir habiendo bebido demasiado, uno de los propésitos de la condena
es evitar que en el futuro reincida en este tipo de conductas. Sugiere tres con-
denas posibles. Ahora, esquematiza el disefio de un experimento que permita
comparar la efectividad de estas condenas. Asegtirate de especificar de forma su-
ficientemente clara las variables respuesta que hay que medir.

3.52. El ejercicio 3.32 describe un estudio médico sobre un nuevo tratamiento con-
tra la drepanocitemia.

(a) Esquematiza el disefio de este experimento.

(b) La utilizacién de un placebo se considera ético si no existe ningtn tra-
tamiento estdndar que pueda ser aplicado al grupo de control. Pareceria 16gi-
co suministrar a todos los sujetos hydroxyurea si se cree que este producto les
pueda ayudar. Explica de forma clara por qué esta manera de proceder no nos
proporcionaria informacién sobre la efectividad del medicamento. (De hecho, el
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experimento se interrumpi6 antes de lo previsto debido a que el grupo al que se
suministré hydroxyurea sufrié la mitad de episodios de dolor que el grupo de
control. Consideraciones éticas aconsejaron interrumpir el experimento tan pron-
to como se tuvo evidencia significativa sobre la efectividad del tratamiento.)

3.53. Calcio y presién sanguinea. Algunos investigadores sospechan que un su-
plemento de calcio en la dieta reduce la presién sanguinea. Supén que tienes
acceso a 40 personas con presion sanguinea alta que estan dispuestos a participar
en un experimento como sujetos.

(a) Esquematiza un disefio adecuado del experimento teniendo en cuenta el
efecto placebo.

(b) A continuacion se dan los nombres de los sujetos. Utiliza la tabla B, em-
pezando en la linea 119, para realizar la aleatorizacién que exige tu disefio y haz
una lista de los sujetos a los que suministrards el medicamento.

Aito Albajes Angelet Arcera Arroyo
Badia Bell6n Bofarull Bonet Bosch
Casas Castilla Castro Ciudad Comas
Digon Fernandez Francos Galvan Garcia
Goémez  Ibéfiez Jiménez Lopez Martin
Melgares Nin Mohedano Mufioz Perona
Pons Pujol Robles Rodriguez Romera
Ruiz Salat Satorra Toll Yuste

3.54. Decides utilizar un disefio completamente aleatorizado del experimento de
dos factores sobre la respuesta a los anuncios descrito en el ejemplo 3.10. Dispo-
nes de 36 estudiantes que actuardn como sujetos. Esquematiza el disefio. Luego,
utiliza la tabla B a partir de la linea 130 para asignar de forma aleatoria los sujetos
a los 6 tratamientos.

3.55. Efecto placebo. Una encuesta médica hallé que algunos médicos dan place-
bos a los pacientes que tienen dolores cuyas causas no encuentran. Si disminuye
el dolor del paciente, los médicos concluyen que el dolor no tenfa un origen fisico.
Los investigadores que llevaron a cabo la encuesta afirmaron que estos médicos
no entienden lo que es el efecto placebo. ;Por qué?

3.56. Respuesta a la publicidad de hombres y mujeres. Consulta el experimen-
to del ejemplo 3.10. Tienes 36 sujetos: 24 mujeres y 12 hombres. Los hombres y
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las mujeres a menudo reaccionan de forma diferente ante los anuncios publici-
tarios. Por tanto, decides utilizar un disefio en bloques con los dos sexos como
bloques. Debes asignar los 6 tratamientos al azar dentro de cada bloque de forma
independiente.

(a) Esquematiza el disefio mediante un diagrama.

(b) Utiliza la tabla B, comenzando en la linea 140, para hacer la aleatorizacién.
Muestra tu resultado en una tabla que liste a las 24 mujeres y a los 12 hombres, y
los tratamientos que asignaste a cada uno de ellos.

3.57. Temperatura y rendimiento laboral. Una experta en rendimiento laboral es-
td interesada en el efecto de la temperatura ambiente en los trabajos que exigen
habilidad manual. La experta elige temperaturas de 21 °C y de 33 °C como tra-
tamientos. La variable respuesta es el nimero de inserciones correctas, durante
un periodo de 30 minutos, en un aparato con clavijas y agujeros que precisa la
utilizacién simultdnea de ambas manos. Cada sujeto se ejercita con el aparato y
luego se le pide que efectte tantas inserciones como pueda durante 30 minutos
de esfuerzo continuado.

(a) Esquematiza un disefio completamente aleatorizado que permita compa-
rar la habilidad a 21 °C y a 33 °C. Se dispone de 20 sujetos.

(b) Como la destreza de los individuos es muy distinta, la diversidad de los
resultados individuales puede ocultar el efecto sistematico de la temperatura, a
no ser que haya muchos sujetos en cada grupo. Describe con detalle el disefio de
un experimento por pares en el que cada sujeto sea su propio control.

3.58. Cultura de los estadounidenses de origen mexicano. Existen varias prue-
bas psicoldgicas que cuantifican la orientacion cultural de los estadounidenses de
origen mexicano hacia la cultura mexicano-espafiola o hacia la cultura anglosa-
jona. Dos de estas pruebas son la Bl (Bicultural Inventory) y la ARSMA (Accultu-
ration Rating Scale for Mexican Americans). Para estudiar la correlacién entre los
resultados de ambas pruebas, unos investigadores las hardn pasar a un grupo de
22 estadounidenses de origen mexicano.

(a) Describe brevemente un disefio por pares para este estudio. En particular,
;como utilizaras la aleatorizacion en tu diseno?

(b) Tienes una lista por orden alfabético de los sujetos (numerados del 1 al 22).
Efecttia la aleatorizacién que exija tu disefio y muestra el resultado.

3.59. Mis sobre el calcio y la presién sanguinea. Supon que participas en el di-
seflo de un experimento médico que investiga si un complemento de calcio en la
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dieta reduce la presién sanguinea de los hombres de mediana edad. Un trabajo
preliminar sugiere que el calcio puede ser eficaz y que el efecto puede ser mayor
en hombres negros que en hombres blancos.

(a) Esquematiza graficamente el disefio de un experimento adecuado.

(b) La eleccion del tamafio de los grupos experimentales precisa de més co-
nocimientos de estadistica. Aprenderemos mads sobre este aspecto del disefio en
los capitulos posteriores. Explica con un lenguaje sencillo las ventajas de utilizar
grupos de sujetos de mayor tamafio.

REPASO DEL CAPITULO 3

Los disefios para la obtenciéon de datos son una parte esencial de la estadistica
aplicada. La siguiente figura muestra de forma visual las ideas importantes. El
muestreo aleatorio y los experimentos comparativos aleatorizados son, quizds,
las invenciones estadisticas mds importantes de este siglo. Ambos conceptos fue-
ron ganando lentamente més aceptacion, pero todavia hoy puedes ver muchas
muestras de voluntarios y experimentos sin grupos de control. Este capitulo ha
explicado algunas técnicas adecuadas para obtener datos y también por qué las
malas técnicas suelen aportar datos que carecen de valor.

Muestra aleatoria simple

. Todas las muestras de tamarfio n Datos muestrales
Poblacion oual >
son igualmente probables X1, X2, ..., Xn
Experimento comparativo aleatorizado
Grupo 1 Tratamiento 1
e . _—

11 sujetos ratamiento —l
Asignacion Comparacion
aleatoria de respuestas

G 2
— upo — | Tratamiento 2

ny sujetos
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La utilizacién deliberada del azar para obtener datos es la idea central de la
estadistica. Permite utilizar las leyes de la probabilidad para analizar los datos, tal
como veremos en los préximos capitulos. He aqui lo més importante que tienes
que haber aprendido en este capitulo.

A. MUESTREO

1. Identificar la poblacién de un muestreo.

Reconocer el sesgo debido a las muestras de voluntarios y a otras formas de
muestreo poco apropiadas.

3. Utilizar un programa informético o la tabla B de digitos aleatorios para selec-
cionar una muestra aleatoria simple de una poblacién.

4. Reconocer la falta de cobertura y de no-respuesta como fuentes de error en
una encuesta. Reconocer el efecto del redactado de las preguntas sobre las
respuestas.

5. Utilizar los ntimeros aleatorios para seleccionar una muestra aleatoria estra-
tificada de una poblacién cuando los estratos estan identificados.

B. EXPERIMENTOS

1. Reconocer si un estudio es observacional o experimental.

Reconocer el sesgo debido a la confusién de variables explicativas con varia-
bles latentes en un estudio observacional o en un experimento.

3. Identificar los factores (las variables explicativas), los tratamientos, las varia-
bles respuesta y las unidades experimentales o sujetos en un experimento.

4. Dibujar el esquema de un disefio de un experimento completamente aleato-
rizado utilizando un esquema como los de las figuras 3.4 y 3.5. El esquema
de un determinado experimento debe mostrar los tamafios de los grupos, los
tratamientos concretos y la variable respuesta.

5. Utilizar la tabla B de digitos aleatorios para asignar los sujetos a los grupos
de un experimento completamente aleatorizado.

6. Reconocer el efecto placebo. Reconocer en qué situaciones conviene llevar a
cabo un experimento doblemente ciego.

7. Explicar por qué los experimentos comparativos aleatorizados sirven para
establecer relaciones causa-efecto.
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EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPIiTULO 3

3.60. Cirugia sin dolor. En general, las lesiones en la rodilla se operan mediante
cirugia artroscépica de manera que la cicatriz de la operacién es muy pequefna. Se
puede disminuir el dolor de los pacientes suministrandoles un anti-inflamatorio
que no sea un esteroide (NSAID). Se repartieron ochenta y tres pacientes en tres
grupos. El grupo A recibi6é el NSAID tanto antes como después de la operacién.
Al grupo B se le suministré un placebo antes de la operacion y el NSAID después.
Finalmente al grupo C, se le suministr6é un placebo tanto antes como después de
la operacion. Los pacientes determinaron el grado de dolor experimentado res-
pondiendo un cuestionario un dia después de la operacién."”

(a) Esquematiza el disefio de este experimento. No es necesario que lleves a
cabo la aleatorizacién que exige el experimento.

(b) Lees que “los pacientes, los médicos y los fisioterapeutas se mantuvieron
a ciegas”. ;Qué significa esto?

(c) También lees que “las puntuaciones de dolor del grupo A fueron signi-
ficativamente menores que las del grupo C, pero no significativamente menores
que las del grupo B”. ;Qué significa esto? Estos resultados sobre la utilizacion del
NSAID, ;a qué conclusiones te conducen?

3.61. Forma fisica y liderazgo. Un estudio sobre la relacién entre la forma fisica y
la capacidad de liderazgo utiliza como sujetos a ejecutivos de mediana edad que
se han presentado voluntarios a un programa de ejercicio fisico. Los ejecutivos se
dividen, después de un examen fisico, en un grupo en baja forma y en un grupo
en buena forma fisica. Todos los sujetos pasan una prueba psicoldgica disefiada
para medir su capacidad de liderazgo y se comparan los resultados de los dos
grupos. Este estudio, jes un experimento? Justifica tu respuesta.

3.62. Tratamiento del cincer de mama. Cual es el mejor tratamiento contra un
cancer de mama detectado en su fase inicial? En una época, el tratamiento mas
habitual era la extirpacién del pecho. Ahora es habitual extirpar sélo el tumor
y los nédulos linfaticos préximos, y continuar con radioterapia. Para estudiar si
estos tratamientos difieren en eficacia, un equipo médico examina los archivos
de 25 grandes hospitales y compara los periodos de supervivencia, después de la

17W. E. Nelson, R. C. Henderson, L. C. Almekinders, R. A. DeMasi y T. N. Taft, “An evaluation
of preand postoperative nonsteroidal antiinflammatory drugs in patients undergoing knee arthros-
copy”, Journal of Sports Medicine, 21, 1994, pags. 510-516.
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cirugia, de todas las mujeres a las que se les ha aplicado cualquiera de estos dos
tratamientos.

(a) ;Cuales son las variables explicativa y respuesta?

(b) Explica detalladamente por qué este estudio no es un experimento.

(c) Explica por qué la confusiéon impedira que este estudio descubra qué tra-
tamiento es mas eficaz. (El tratamiento actual se adopt6, de hecho, después de un
importante experimento comparativo aleatorizado.)

3.63. El sistema sanitario canadiense. El Ministerio de Sanidad de la provincia
canadiense de Ontario quiere saber si el sistema sanitario estd logrando sus ob-
jetivos en la provincia. Gran parte de la informacién sobre el servicio sanitario
proviene de las historias clinicas de los enfermos, pero esa fuente de informa-
cién no nos permite comparar a las personas que utilizan los servicios sanitarios
con las que no lo utilizan. Asi que el Ministerio de Sanidad realiza una encuesta
basada en una muestra aleatoria de 61.239 personas residentes en la provincia de
Ontario."

(a) ;Cual es la poblacién de esta encuesta? ;Cuadl es la muestra?

(b) La encuesta hall6 que al 76% de los hombres y al 86% de la mujeres de la
muestra habfa visitado algtin médico de medicina general como minimo una vez
durante el afio anterior. ;Crees que estas estimaciones se aproximan a la realidad
de toda la poblacién? ;Por qué?

3.64. Luces de posicién. En Canada es obligatorio que los automéviles estén equi-
pados con unas luces de posicién que se encienden automaticamente cuando se
pone en marcha el motor del automévil. Algunos fabricantes de automéviles es-
tdn estudiando la posibilidad de equipar con este dispositivo los automoéviles del
mercado europeo. Este tipo de dispositivo, shara que los automoviles sean mas
visibles? ;reducira el nimero de accidentes?

(a) Justifica brevemente el disefio de un experimento que ayude a responder
esta pregunta. Concretamente, ;qué variables respuesta examinards?

(b) El ejemplo 3.15 trata sobre los indicadores de frenada centrales. ;Qué pre-
cauciones, extraidas de ese ejemplo, deberias tener en cuenta en un experimento
sobre las luces de posicién automaticas?

18Warren Mclsaac y Vivek Goel, “Is access to physician services in Ontario equitable?” Institute
for Clinical Evaluative Sciences in Ontario, 18 de octubre de 1993.
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3.65. ;Cuanto ganan los estudiantes? El vicerrectorado de Asuntos Econémicos
de una universidad quiere saber cuanto ganan los estudiantes en sus trabajos de
verano. Esta informacién se utilizard para fijar el nivel de ayuda financiera. La
poblacién consta de 3.478 estudiantes que han completado como minimo un cur-
so universitario, pero que todavia no se han licenciado. La universidad enviara
un cuestionario a una muestra aleatoria simple de 100 de estos estudiantes, selec-
cionados de una lista en orden alfabético.

(a) Describe como etiquetarias a los estudiantes para seleccionar la muestra.

(b) Utiliza la tabla B, empezando en la linea 105, para seleccionar a los prime-
ros cinco estudiantes de la muestra.

3.66. Encuesta a profesores. Una organizacién sindical quiere estudiar la acti-
tud del profesorado universitario en relacién con la negociacién colectiva. Dicha
actitud parece ser distinta segin el tipo de departamento. Clasificaremos los de-
partamentos de la siguiente manera:

Clase I. Departamentos que ofrecen el titulo de doctor.

Clase IIA. Departamentos que otorgan titulos superiores a la licenciatura,
pero que no estan en la clase I.

Clase IIB. Departamentos cuyos profesores s6lo ensefian en cursos de primer
y segundo ciclo.

Clase III. Departamentos cuyos profesores solo ensefian en cursos de primer
ciclo.

Comenta el disefio de una muestra del profesorado de las universidades es-
pafiolas con un tamario total de la muestra de alrededor de 200.

3.67. Encuesta a estudiantes. Sup6n que quieres investigar la opinién de los es-
tudiantes de tu universidad sobre la politica de ésta con relacién al coste de las
matriculas y tienes una beca que cubrira el coste de ponerte en contacto con unos
500 estudiantes.

(a) Determina la poblacién exacta de tu estudio. Por ejemplo, ;tendras en
cuenta a los estudiantes a tiempo parcial?

(b) Describe tu disenio muestral. ; Utilizards una muestra estratificada?

(c) Comenta brevemente las dificultades practicas que preveas. Por ejemplo,
(cémo te pondrds en contacto con los estudiantes de tu muestra?

3.68. Los antioxidantes, ;son anticancerigenos? La tasa de incidencia del cancer
de colon es menor entre la gente que come muchas frutas y hortalizas. Estas son
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ricas en antioxidantes tales como las vitaminas A, C y E, asi que podemos pregun-
tarnos si los antioxidantes ayudan a prevenir el cdncer de colon. Un experimento
médico estudi6 este tema con 864 personas consideradas como pertenecientes a
un grupo de riesgo con relacion al cdncer de colon. Los sujetos se dividieron en
cuatro grupos; el primer grupo tomaba cada dfa una dosis de B-caroteno, el se-
gundo grupo tomaba las vitaminas C y E, el tercer grupo, las tres vitaminas y el
cuarto grupo era el grupo placebo. Transcurridos cuatro afios, los investigadores
quedaron sorprendidos, no encontraron diferencias significativas entre grupos.”

(a) En este experimento, ;cudles son las variables explicativa y respuesta?

(b) Esquematiza el disefo del experimento. Piensa un poco sobre cémo esco-
ger las muestras.

(c) Asigna etiquetas numéricas a los 864 sujetos y utiliza la tabla B, empezan-
do por la linea 118, para elegir los primeros 5 sujetos del grupo betacaroteno.

(d) El estudio fue “doblemente a ciegas”. ;Qué significa esto?

(e) ¢Qué significa la frase “no encontraron diferencias significativas” en los
resultados del experimento?

(f) Sugiere algunas variables latentes que podrian explicar por qué la tasa de
incidencia de cancer de colon es menor entre la gente que come muchas frutas y
hortalizas. El experimento sugiere que estas variables, mds que los antioxidantes,
podrian ser las responsables de los beneficios de comer frutas y hortalizas.

3.69. Comparacion de variedades de maiz. Las nuevas variedades de maiz con
un contenido de aminoacidos modificado pueden tener un valor nutritivo mas
alto que el maiz comun, que tiene un contenido en lisina bajo. Un experimento
compara dos variedades nuevas, llamadas opaca-2 y harinosa-2, con el maiz co-
mun. Los investigadores mezclan maiz y soja en el pienso utilizando cada tipo de
maiz en piensos con un 12, un 16 y un 20% de proteina. Suministran los piensos
a 10 pollos machos de un dia y anotan su aumento de peso al cabo de 21 dias. El
aumento de peso de los pollos es una medida del valor nutritivo del pienso.

(a) En este experimento, ;cudles son las unidades experimentales y cual es la
variable respuesta?

(b) ;Cuéntos factores hay? ;Cuantos tratamientos? Utiliza un diagrama como
el de la figura 3.3 para describir los tratamientos. ;Cuantas unidades experimen-
tales precisa el experimento?

19G. Kolata, “New study finds vitamins are not cancer preventers”, New York Times, 21 de julio de
1994.
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(c) Utiliza un esquema para describir un disefio completamente aleatorizado
para este experimento (no es necesario que lleves a cabo la aleatorizacién).

3.70. Experimento industrial. Un ingeniero quimico estd disefiando el proceso
de producciéon de un nuevo producto. La reaccién quimica que crea el producto
es posible que tenga un rendimiento mayor o menor segin la temperatura y la
velocidad de agitacion en el recipiente donde tiene lugar dicha reaccion. El inge-
niero decide investigar el efecto de todas las combinaciones de dos temperaturas
(50 °C y 60 °C) y tres velocidades de agitacién (60 rpm, 90 rpm y 120 rpm) so-
bre el rendimiento del proceso. El ingeniero procesara dos lotes del producto por
cada combinacién de temperatura y velocidad de agitacion. En el ejercicio 3.34
identificaste los tratamientos.

(a) Esquematiza el disefio de un experimento adecuado.

(b) La aleatorizacién de este experimento determina los lotes que se proce-
sardn en cada tratamiento. Utiliza la tabla B, comenzando en la linea 128, para
llevar a cabo la aleatorizacién e indica el resultado.

3.71. Rapidez de entrega. El nimero de dias que tarda una carta en llegar a otra
ciudad, ;viene determinado por la hora del dia en que se envié y por si se indica o
no el cédigo postal? Describe brevemente el disefio de un experimento bifactorial
para investigar este tema. Asegtrate de determinar exactamente los tratamientos
y explica cémo tratarfas las variables latentes como, por ejemplo, el dia de la se-
mana en que se envia la carta.

3.72. McDonald’s frente a Wendy’s. Los consumidores, ;prefieren el sabor de una
hamburguesa de McDonald’s al de una de Wendy’s en una prueba a ciegas en la
que no se identifica ninguna de las dos hamburguesas? Describe brevemente el
disefo de un experimento por pares que investigue este tema.

3.73. Los dos ejercicios anteriores ilustran la utilizacién de experimentos disefia-
dos estadisticamente que responden a preguntas que surgen en la vida cotidiana.
Elige una pregunta que te interese y a la que se pueda contestar con un experi-
mento. Comenta brevemente el disefio de un experimento adecuado.

3.74. Calcio y presion sanguinea. Un experimento comparativo aleatorizado exa-
mina si un suplemento de calcio en la dieta reduce la presiéon sanguinea de hom-
bres sanos. Durante 12 semanas, los sujetos reciben o bien un suplemento de cal-
cio o bien un placebo. Los investigadores concluyen que “la presiéon de la sangre
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del grupo que recibié el suplemento de calcio, era significativamente menor que
la del grupo placebo”. “Significativamente” quiere decir estadisticamente signifi-
cativa. Explica lo que quiere decir estadisticamente significativa en el contexto de
este experimento como si tuvieras que hacerlo a un médico que no sabe nada
de estadjistica.

3.75. Lectura de una revista médica. El articulo de la revista New England Journal
of Medicine, que present6 los resultados del Physicians” Health Study empieza de
la siguiente manera: “El Physicians’ Health Study es un experimento aleatorio, do-
blemente ciego, controlado por un placebo disefiado para determinar si una dosis
baja de aspirina (325 mg en dias alternos) disminuye la mortalidad cardiovascu-
lar y si los betacarotenos reducen la incidencia de cancer”.”® Se supone que los
médicos pueden entender esto. Explica a un médico que no sepa estadistica qué

I

significa “aleatorio”, “doblemente ciego” y “controlado por un placebo”.

20Steering Committee of the Physicians’ Health Study Research Group, “Final report on the aspirin
component of the ongoing Physicians’ Health Study”, New England Journal of Medicine, 321, 1989,
pégs. 129-135.






PARTE 11
COMPRENSION DE LA INFERENCIA

El objetivo de la estadistica es mejorar la comprension de hechos a partir de datos.
Podemos aproximarnos a esta comprension de los hechos de diferentes maneras,
segun las circunstancias. Hemos estudiado con algtn detalle una forma de sacar
partido de los datos, el andlisis exploratorio de datos. Cuando examinamos el
disefio de muestras y de experimentos, empezamos a desplazarnos desde el ana-
lisis de datos hacia la inferencia estadistica. Los dos tipos de razonamiento son
esenciales para trabajar de forma efectiva con datos. Seguidamente presentamos
un breve resumen de las diferencias entre ambos tipos de razonamiento.

Anailisis exploratorio de datos Inferencia estadistica

Su objetivo es la exploracién sin restricciones de Su objetivo es responder a preguntas concre-

los datos en busca de regularidades interesantes. tas que se plantearon antes de la obtencién
de los datos.

Las conclusiones sélo se aplican a los individuos Las conclusiones se aplican a un grupo més

y a las circunstancias para las cuales se obtuvie- amplio de individuos o de situaciones.

ron los datos.

Las conclusiones son informales, se basan en lo Las conclusiones son formales y se hace ex-

que vemos en los datos. plicito el grado de confianza que tenemos en
ellas.

Estas distinciones deben ayudarnos a comprender la diferencia entre el ana-
lisis de datos y la inferencia estadistica, pero en la practica ambos enfoques se
complementan. La inferencia exige normalmente que la distribucién de los datos
sea razonablemente regular. El andlisis de datos, especialmente la utilizacién de
gréficos, es un primer paso esencial cuando queremos hacer inferencia. La obten-
ciéon de datos también estd muy relacionada con la inferencia. Un buen disefio
para la obtencién de datos es la mejor garantia de que la inferencia tenga sentido.

En la segunda parte de este libro profundizaremos en los razonamientos y
en los métodos bésicos de la inferencia estadistica. Los capitulos 4 y 6 presentan
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los conceptos fundamentales. La probabilidad es el tema del capitulo 4 y también
del capitulo 5, que es optativo. El capitulo 4 hace hincapié en la idea de distri-
buciéon muestral, que es la base de la inferencia. El capitulo 6 presenta los ra-
zonamientos de la inferencia estadistica. Los capitulos 7 y 8 discuten ejemplos
préacticos de inferencia. La relacion entre la inferencia, el andlisis de datos y la ob-
tencién de datos quedard maés clara cuando nos enfrentemos a situaciones reales
en los capitulos 7 y 8.



4.

DISTRIBUCIONES MUESTRALES
Y PROBABILIDAD

DAVID BLACKWELL

La estadistica aplicada se apoya en parte en la estadistica teérica. La esta-
distica ha avanzado no s6lo gracias a personas enfrentadas a problemas
précticos, desde Florence Nightingale hasta R. A. Fisher y John Tukey,
sino también gracias a personas cuyo principal interés han sido las mate-
maticas. David Blackwell (1919-) es el autor de algunas de las principales
aportaciones al estudio matematico de la estadistica.

Blackwell crecié en Illinois, EE UU, donde se doctoré en Matemaéticas
a los 22 afios de edad. En 1944 se incorporé al cuerpo docente de la Ho-
ward University en Washington, D.C. “En aquellos dias, la ambicién de
cualquier universitario negro era poder llegar a ser profesor de la Howard
University; era el mejor trabajo al que podias aspirar”, dice Blackwell. La
sociedad cambi¢ y, en 1954, Blackwell se convirti6 en profesor de estadis-
tica de la University of California en Berkeley.

En Washington, D.C., donde habia un activo grupo de estadisticos, el
joven matemaético Blackwell empez6 a trabajar pronto en los aspectos ma-
tematicos de la estadistica. Blackwell exploré el comportamiento de los
procedimientos estadisticos que, en vez de trabajar con una muestra fija,
siguen obteniendo observaciones hasta que la informacién es suficiente
para alcanzar una conclusion sélida. También descubrié nuevos aspec-
tos de la inferencia considerdndola como un juego en el cual la naturaleza
compite en contra del estadistico. Los trabajos de Blackwell utilizan la teo-
ria de la probabilidad, las matemadticas que describen el comportamiento
del azar. Tenemos que seguir el mismo camino, aunque s6lo durante una
distancia corta. Este capitulo presenta, de manera més bien informal, las
ideas de probabilidad necesarias para comprender los razonamientos de
la inferencia.
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4.1 Introduccidon

Los razonamientos de la inferencia estadistica se basan en preguntar: “;con qué
frecuencia este método daria una respuesta correcta si lo utilizara muchas ve-
ces?”. La inferencia es mds segura cuando obtenemos los datos a partir de mues-
tras aleatorias o a partir de experimentos comparativos aleatorizados. La razén
es que cuando utilizamos el azar para escoger a los individuos de una muestra
o para asignar los sujetos de un experimento a los distintos tratamientos, las le-

1

yes de la probabilidad permiten responder a la pregunta: “;qué ocurrirfa si lo
repitiéramos muchas veces?” El objetivo de este capitulo es entender lo que nos
dicen las leyes de la probabilidad, pero sin entrar en las matematicas de la teoria

probabilistica.

4.2 Aleatoriedad

(Cuadl es la media de los ingresos de los hogares estadounidenses? En EE UU, la
Encuesta de Poblacién Activa (EPA) constaba en 1997 de 50.000 hogares. La me-
dia de sus ingresos era ¥ = 49.692 dolares.! El valor 49.692 doélares describe la
muestra, pero nosotros lo utilizamos para estimar la media de los ingresos de to-
dos los hogares. Tenemos que tener bien claro si un valor describe a una muestra
0 a una poblacién. He aqui la terminologia que utilizaremos.

PARAMETRO, ESTADISTICO

Un pardmetro es un ntimero que describe la poblacion. En la practica
estadistica el valor del pardametro no es conocido ya que no podemos
examinar toda la poblacion.

Un estadistico es un nimero que se puede calcular a partir de los datos
de la muestra sin utilizar ningtin pardmetro desconocido. En la préctica,
solemos utilizar un estadistico para estimar el pardmetro desconocido.

1U.S. Bureau of the Census, Current Population Report, P60-200, Money Income in the United States,
1997. Government Printing Office, Washington, D.C., 1998.
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EJEMPLO 4.1. Ingresos de los hogares

Los ingresos medios de la muestra de la Encuesta de Poblacién Activa (EPA) de
EE UU era x = 49.692 délares. El ntimero 49.692 es un estadistico, ya que describe
una muestra en concreto. La poblacién sobre la que la muestra trata de obtener
conclusiones son los 103 millones de hogares de EE UU. El pardmetro de interés,
cuyo valor desconocemos, es la media de los ingresos de todos estos hogares nor-
teamericanos. W

Recuerda: los estadisticos proceden de muestras y los parametros de pobla-
ciones. Cuando s6lo analizdbamos datos, la distincién entre poblacién y muestra
no era importante. Sin embargo, ahora esta distincién es esencial. La notaciéon que
utilicemos debe reflejar esta diferencia.

Escribimos y (la letra griega my) para indicar la media poblacional. Es un
valor fijo cuyo valor es desconocido cuando utilizamos una muestra para hacer
inferencias. La media muestral es la conocida ¥, la media de observaciones de
la muestra. X es un estadistico que casi seguro que hubiera tomado otro valor si
hubiéramos escogido otra muestra de la misma poblacién. La media ¥ de una
muestra o de un experimento es una estimacién de la poblacion de la media i de
la poblacién muestreada.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

A continuacién, di si los ntimeros en negrita de los ejercicios del 4.1 al 4.3 son
pardmetros o estadisticos.

4.1. Los cojinetes de un lote de fabricacién tienen 2,5003 centimetros (cm) de dia-
metro medio, que cumple con las condiciones fijadas por el comprador para la
aceptacion del lote. Un inspector escoge al azar 100 cojinetes del envio, que resul-
tan tener un didmetro medio de 2,5009 cm. Como este valor excede del didmetro
acordado por comprador y vendedor, el envio es rechazado erréneamente.

4.2. Una empresa de Los Angeles que realiza estudios de mercado utiliza un apa-
rato que marca al azar nimeros de teléfono de esa ciudad. De los 100 primeros
numeros marcados el 48% no aparece en la guia telefénica. No es sorprendente,
ya que el 52% de los teléfonos de los Angeles no estan en la gufa.

Media
poblacional
M

Media
muestral X



Variabilidad
muestral
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4.3. Una investigadora lleva a cabo un experimento comparativo aleatorizado con
ratas jovenes, con el fin de investigar los efectos de un compuesto t6xico en la co-
mida. La investigadora alimenta al grupo de control con una dieta normal. El
grupo experimental recibe una dieta con 2.500 partes por millén de una sustan-
cia toxica. Después de 8 semanas, el aumento de peso medio de las ratas es de
335 gramos en el grupo de control y de 289 gramos en el grupo experimental.

421 Concepto de probabilidad

¢Coémo es posible que la media ¥ obtenida a partir de una muestra de unos pocos
hogares de todos los del pais, pueda ser una estimacion precisa de u? Después
de todo, una segunda muestra aleatoria obtenida en el mismo momento estaria
formada por hogares distintos y, sin duda, darfa un valor distinto de x. A este
hecho bésico se le llama variabilidad muestral: el valor de un estadistico varia en
un muestreo aleatorio repetido.

Para comprender por qué la variabilidad muestral no es fatal, debemos fi-
jarnos en el comportamiento del azar. Un hecho importante es que el comporta-
miento del azar es impredecible con pocas repeticiones pero presenta un com-
portamiento regular y predecible con muchas repeticiones.

Lanza una moneda al aire o escoge una muestra aleatoria simple. A priori no
se puede predecir el resultado, ya que variard cuando repitas el lanzamiento de
la moneda o cuando obtengas la muestra. De todas formas, existe un compor-
tamiento regular de los resultados, una regularidad que aparece de forma clara
s6lo después de muchas repeticiones. Este hecho remarcable es la base de la idea
de probabilidad.

EJEMPLO 4.2. Lanzamiento de una moneda

Cuando lanzas una moneda al aire s6lo hay dos resultados posibles, cara o cruz.
La figura 4.1 muestra los resultados de lanzar una moneda 1.000 veces. Para ca-
da lanzamiento, desde el primero hasta el tltimo, hemos representado la propor-
cién de lanzamientos que han dado cara hasta ese momento. El primer lanza-
miento fue cara, por tanto, la proporcién de caras empieza siendo 1. El segundo
lanzamiento fue cruz. Después de dos lanzamientos, la proporcién de caras se ha
reducido a 0,5. Los siguientes tres lanzamientos dieron una cruz seguida de dos
caras, por consiguiente, la proporcién de caras después de cinco lanzamientos
es 2 00,6.
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Proporcién de lanzamientos que dan cara

072 T T T T T T
1 5 10 50 100 500 1.000

Ntmero de lanzamientos

Figura 4.1. La proporcion de lanzamientos de una moneda que dan
cara cambia a medida que hacemos mas lanzamientos. De todas
formas, el valor de esta proporcién se aproxima a 0,5, la probabili-
dad de cara.

La proporcién de lanzamientos que dan cara es bastante variable al principio,
pero posteriormente se estabiliza a medida que hacemos mds y més lanzamien-
tos. Llega un momento en que esta proporciéon se acerca a 0,5 y se mantiene en
ese valor. Decimos que 0,5 es la probabilidad de que salga cara. La probabilidad 0,5
se ha dibujado como una linea horizontal discontinua en el grafico. B

“Aleatorio” en estadistica no significa de “cualquier manera”, sino que se
refiere a una clase de orden que tinicamente aparece después de muchas repeti-
ciones. La cara mds impredecible de la aleatoriedad es nuestra experiencia del dia
a dfa: es dificil que veamos suficientes repeticiones de un mismo fenémeno alea-
torio como para que observemos la regularidad que aparece después de muchas
reiteraciones. Puedes ver la aparicién de la regularidad en la figura 4.1. Después
de muchas repeticiones, la proporcién de lanzamientos que dan cara es 0,5. Esta
es la idea intuitiva de probabilidad. Una probabilidad de 0,5 significa “ocurre la
mitad de las veces después de un gran niimero de ensayos”.
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Podiamos sospechar que una moneda tiene una probabilidad de 0,5 de que
salga cara, solamente por el hecho de que las monedas tienen dos caras. Tal como
ilustran los ejercicios 4.4 y 4.5, estas sospechas no son siempre correctas. La idea
de probabilidad es empirica, es decir, se basa mds en la experiencia que en la
teorfa. La probabilidad describe lo que ocurre después de muchisimos ensayos.
Tenemos que observar muchas repeticiones para conocer una probabilidad. En el
caso de lanzar una moneda, algunas personas tenaces han llevado a cabo millares
de lanzamientos.

EJEMPLO 4.3. Algunos lanzamientos de monedas

El naturalista francés Count Buffon (1707-1788) lanz6 al aire una moneda 4.040 ve-
ces. El resultado: 2.048 caras, 0 una proporcion de caras de 232 = 0,5069.

Cerca del afio 1900, el estadistico inglés Karl Pearson lanz¢ al aire una mone-
da 24.000 veces. El resultado: 12.012 caras, una proporcién de 0,5005.

Mientras estuvo preso por los alemanes durante la Segunda Guerra Mun-
dial, el matematico sudafricano John Kerrich lanzé 10.000 veces una moneda al

aire. El resultado: 5.067 caras, una proporcién de 5.067. B

ALEATORIEDAD Y PROBABILIDAD

Llamamos a un fenémeno aleatorio si los resultados individuales son
inciertos y, sin embargo, existe una distribucién regular de los resultados
después de un gran ntimero de repeticiones.

La probabilidad de cualquier resultado de un fenémeno aleatorio es la
proporcién de veces que el resultado se da después de una larga serie de
repeticiones.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.4. Probabilidad de obtener cara. Sostén una moneda por el borde sobre una su-
perficie plana con el dedo indice y dale un golpe con el mismo dedo de la otra ma-
no, de tal manera que gire rapidamente hasta que finalmente caiga con la cara o la
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cruz hacia arriba. Repite esto 50 veces y toma nota del niimero de caras. Estima la
probabilidad de cara.

4.5. Mas sobre la probabilidad de obtener cara. Es posible que supongas que
es evidente que la probabilidad de obtener cara cuando se lanza una moneda es
aproximadamente } debido a que la moneda tiene dos caras. Esta suposiciéon no
siempre es cierta. En el ejercicio anterior, en vez de lanzar una moneda al aire,
la hicimos girar sobre su borde —ello cambi¢ la probabilidad de obtener cara—.
Ahora vamos a ensayar otra variacién. Sostén una moneda por su borde sobre
una superficie plana y golpéala lateralmente con un dedo de la otra mano de
manera que caiga la moneda. ;Cudl es la probabilidad de que la moneda caiga
con la cara hacia arriba? Repitelo, al menos 50 veces, para estimar la probabilidad
de obtener cara.

4.2.2 Pensando en la aleatoriedad

Se puede observar que en el mundo real algunas cosas ocurren de forma alea-
toria. El resultado de lanzar una moneda, el lapso de tiempo transcurrido entre
emisiones de particulas de una fuente radioactiva o los sexos de cada uno de los
componentes de una camada de ratas de laboratorio son ejemplos de fenémenos
aleatorios. También lo son el resultado de una muestra aleatoria o de un experi-
mento aleatorizado. La teoria de la probabilidad es la rama de las matemaéticas
que describe el comportamiento aleatorio. Por supuesto que nunca podemos ob-
servar la probabilidad de forma exacta. Siempre podriamos, por ejemplo, seguir
lanzando una moneda al aire. La probabilidad matematica es una idealizacién
basada en imaginar lo que ocurrirfa después de una serie infinita de repeticiones.

La mejor manera de comprender la aleatoriedad es observar un comporta-
miento aleatorio —no solamente la regularidad que aparece después de muchas
repeticiones, sino también los resultados impredecibles obtenidos después de po-
cas repeticiones—. Lo puedes hacer no sélo con la ayuda de dispositivos como
los de los ejercicios 4.4 a 4.8, sino también simulando (imitando) un determina-
do fendmeno aleatorio con un ordenador lo que te permite una exploraciéon mas
répida. Los ejercicios 4.11 a 4.13 sugieren algunas simulaciones de un comporta-
miento aleatorio. Cuando explores la aleatoriedad recuerda que:

e Tienes que tener una larga serie de ensayos independientes. Es decir, el
resultado de un ensayo no debe influir sobre el resultado de otro. Ima-
gina que en un casino el crupier hace trampas de manera que pueda pa-
rar la ruleta cuando desee y de esta manera conseguir una determinada

Indepen-
dencia
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proporcién de “rojos”. Los resultados de estos ensayos (hacer girar la ru-
leta) no son independientes.

o Laidea de probabilidad es empirica. Las simulaciones con ordenador par-
ten de unas probabilidades predeterminadas e imitan un comportamien-
to aleatorio. Sin embargo, en el mundo real solamente podemos estimar
las probabilidades observando muchos resultados de un determinado fe-
némeno.

e De todas formas, las simulaciones con ordenador son muy titiles, ya que
necesitamos los resultados de muchos ensayos. En situaciones como el
lanzamiento de una moneda, la proporcién de un determinado resultado
a menudo exige centenares de repeticiones para poder estimar su pro-
babilidad de aparicion. Los dispositivos propuestos en los ejercicios no
permiten operar muy deprisa. Pocas repeticiones s6lo permiten toscas es-
timaciones de la probabilidad.

RESUMEN DE LA SECCION 4.2

Los resultados de un fenémeno aleatorio no se pueden predecir, de todas formas
después de muchas repeticiones la distribucién de resultados es regular.

La probabilidad de un suceso es la proporcién de veces que ocurre después
de muchas repeticiones de un determinado fenémeno aleatorio.

EJERCICIOS DE LA SECCION 4.2

4.6. Digitos aleatorios. La tabla de digitos aleatorios (tabla B) se elabor6 con un
programa de aleatorizacién que da a cada digito una probabilidad igual a 0,1 de
ser 0? ;Qué proporcion de los 200 primeros digitos de la tabla son ceros? Esta
proporcién es una estimacién de la verdadera probabilidad, basada en 200 repe-
ticiones. En este caso se sabe que la verdadera probabilidad es 0,1.

4.7. ;Cudntos lanzamientos hasta obtener cara? La experiencia demuestra que
cuando lanzas una moneda, la probabilidad de obtener cara (la proporciéon de
caras después de muchas repeticiones) es 1. Supon que lanzas al aire una moneda
muchas veces, hasta que obtienes cara. ;Cudl es la probabilidad de que la primera
cara aparezca en un lanzamiento impar (1, 3, 5, etc.)? Para saberlo, repite este
experimento 50 veces y apunta el niimero de lanzamientos que has llevado a
cabo en cada uno de ellos.
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(a) A partir de tus experimentos, estima la probabilidad de obtener cara en el
primer lanzamiento. ;Cudl deberia ser el valor de esta probabilidad?

(b) A partir de tus resultados, estima la probabilidad de que la primera cara
aparezca en un lanzamiento impar.

4.8. Lanzamiento de una chincheta. Lanza una chincheta al aire 100 veces sobre
una superficie plana. ;Cudntas veces cay6 con la punta hacia arriba? ;Cuél es la
probabilidad aproximada de que caiga con la punta hacia arriba?

4.9. Trio. Supén que lees en un libro de péquer que la probabilidad de obtener
un trio cuando se reparten 5 cartas a cada jugador es 2. Explica en un lenguaje
sencillo lo que esto significa.

4.10. La probabilidad es una medida de la posibilidad que tiene un suceso de
ocurrir. Asocia cada una de las siguientes probabilidades con cada una de las
afirmaciones presentadas. (En general, la probabilidad es una medida més exacta
de las posibilidades de un fenémeno que una afirmacién verbal.)

0 001 03 06 099 1

(a) Este suceso es imposible. No puede ocurrir nunca.

(b) Este suceso es seguro. Ocurrira en todas las repeticiones de este fenémeno
aleatorio.

(c) Este suceso es muy dificil de que ocurra, pero tendra lugar de vez en cuan-
do en una larga secuencia de repeticiones.

(d) Este suceso ocurrira la mayoria de las veces.

4.11. Tiros libres encestados. Una jugadora de baloncesto, después de toda la
temporada, encesta como media aproximadamente la mitad de los tiros libres.
Utiliza un programa informético para simular el lanzamiento de 100 tiros li-
bres independientes de un jugador que tiene una probabilidad de encestar de 0,5.
(En muchos programas informaticos el procedimiento clave para esta simulacién
son las “pruebas de Bernoulli”. Equivalen a pruebas independientes con dos re-
sultados posibles. Nuestros resultados son “Encestar” y “Fallar”.)

(a) De 100 tiros libres, ;qué porcentaje encesta?

(b) Examina la secuencia de encestes y fallos. ;De cudntos resultados se com-
pone la serie més larga de encestes? ;Y la de fallos? (A menudo, las secuencias de
resultados aleatorios presentan series de resultados iguales mas largas de lo que
imaginariamos.)
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4.12. Jugar en casa. Un estudio sobre las ventajas de jugar a baloncesto en casa,
hallé que entre los afios 1969 y 1989 en la liga de baloncesto se ganaron el 63% de
los partidos jugados en casa.” ; Utilizarias los resultados de este estudio para asig-
nar un valor igual a 0,63 a la probabilidad de ganar en casa? Justifica tu respuesta.

4.13. Simulacién de una encuesta de opinién. Una reciente encuesta de opinién
mostré que el 73% de las mujeres casadas esta de acuerdo con que sus esposos
contribuyen el minimo imprescindible a las tareas del hogar. Sup6n que esto sea
cierto. Si se escoge al azar una mujer casada, la probabilidad de que esté de acuer-
do con que su esposo contribuye el minimo imprescindible a las tareas domésti-
cas es 0,73. Utiliza un programa informédtico para simular la eleccién de muchas
mujeres de forma independiente. (En muchos programas el procedimiento clave
para esta simulacién son las “pruebas de Bernoulli”. Equivale a pruebas indepen-
dientes con dos resultados posibles. Nuestros resultados son “Estéd de acuerdo” y
“No estd de acuerdo”.)

(a) Simula la obtencién al azar de 20 mujeres, luego de 80 y después de 320.
¢Qué proporcién de mujeres estd de acuerdo en cada caso? Creemos (pero debido
a la variacion del azar no estamos seguros) que después de muchas repeticiones,
la proporcién estara cerca de 0,73.

(b) Simula 10 veces la obtencion al azar de 20 mujeres. Apunta el porcentaje
de mujeres en cada experimento que “estd de acuerdo”. Luego simula 10 veces la
obtencién de 320 mujeres al azar y apunta otra vez los porcentajes. ;Qué conjunto
de 10 resultados es menos variable? Creemos que los resultados de 320 ensayos
seran mads faciles de predecir (menos variables) que los resultados de 20 repeti-
ciones. Asi se pone de manifiesto la regularidad después de muchas repeticiones.

4.3 Modelos de probabilidad

En capitulos anteriores vimos modelos mateméticos para relaciones lineales (en
forma de ecuacién para una recta) y para algunas distribuciones de datos (en for-
ma de curvas de densidad normales). Ahora vamos a ver una descripcién ma-
tematica, o modelo, para la aleatoriedad. Para ver como procedemos, piensa en

2w, Hurley, “What sort of tournament should the World Series be?”, Chance, 6, n® 2, 1993,
péags. 31-33.
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primer lugar, en un fendmeno aleatorio muy simple; el lanzamiento de una mo-
neda al aire. Cuando la lanzamos, a priori no podemos prever lo que saldra. ;Qué
es lo que conocemos? Lo tinico que sabemos es que puede salir cara o cruz. Cree-
mos que cada uno de estos fenémenos tiene una probabilidad de } de ocurrir. La
descripcion del lanzamiento de una moneda consta de dos partes:

e La lista de resultados posibles.
e La probabilidad de cada resultado.

Este tipo de descripcion es la base de cualquier modelo de probabilidad. La
terminologia bésica que utilizaremos es la siguiente:

MODELOS DE PROBABILIDAD

El espacio muestral S de un fenémeno aleatorio es el conjunto de todos
sus resultados posibles.

Un suceso es cualquier resultado o conjunto de resultados de un fenéme-
no aleatorio. Es decir, un suceso es un subconjunto del espacio muestral.

Un modelo de probabilidad es una descripcién matematica de un feno-
meno aleatorio. Consta de dos partes: un espacio muestral S y un proce-
dimiento de asignacion de probabilidades a los sucesos.

El espacio muestral S puede ser muy simple o muy complejo. Cuando lanza-
mos una vez una moneda, s6lo hay dos resultados posibles: cara y cruz. El espa-
cio muestral es S = {H, T}. Si escogemos una muestra aleatoria de 50.000 hoga-
res, como en la Encuesta de Poblacién Activa (EPA) de EE UU, el espacio muestral
contiene todas las posibilidades de escoger 50.000 de los 103 millones de hogares
de este pais. Esta S es extremadamente grande. Cada componente de S es una
posible muestra, lo que explica el término espacio muestral.
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EJEMPLO 4.4. Lanzamiento de dos dados

Lanzar dos dados es una forma habitual de perder dinero en los casinos. Cuando
lanzamos y nos fijamos de forma ordenada en los resultados de las caras supe-
riores (primer dado, segundo dado) podemos obtener 36 resultados posibles. La
figura 4.2 muestra estos resultados, que forman un espacio muestral S. “Obtener
un 5” es un suceso, lldmalo A, que estd formado por cuatro de los 36 resultados
posibles:

e SN | R N B i Y B A | R

Los jugadores s6lo se fijan en la suma de los resultados de las caras superiores.
El espacio muestral resultante de lanzar dos dados y sumar los resultados de las
caras superiores es

S=1{2,3,4,56,7,8,9,10,11,12}

Comparando esta S con la figura 4.2 nos recuerda que podemos cambiar S
cambiando la descripcién detallada del fendmeno aleatorio que consideramos. l

) I Y B N X R N e I K R N | o4
) Y 1 e e Y Y 1
) Y Y B N i i
R R Y X e W K W 4
) Y N i e K g O
) e Y N o o K o

Figura 4.2. Los 36 resultados posibles del lanzamiento de dos dados.
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.14. En cada una de las siguientes situaciones, describe el espacio muestral S del
fenémeno aleatorio considerado. En algunos casos tienen varias posibilidades al
definir S.

(a) Se siembra una semilla. La semilla o bien germina o bien se muere.

(b) Un paciente con un tipo de cdncer incurable se somete a un nuevo trata-
miento. La variable respuesta es el tiempo que sobrevive el paciente después del
tratamiento.

(0) Un estudiante se matricula un curso de estadistica. Al final del curso reci-
be la nota que ha obtenido.

(d) Un jugador de baloncesto lanza cuatro tiros libres. Registras la secuencia
de aciertos y de fallos.

(e) Unjugador de baloncesto lanza cuatro tiros libres. Registras el niimero de
canastas.

4.15. En cada una de las siguientes situaciones, describe el espacio muestral S del
fenémeno aleatorio considerado. En algunos casos tienes varias posibilidades al
definir S, especialmente al determinar los valores mayores y menores de S.

(a) Escoge al azar un estudiante de tu clase. Pregtintale cudnto tiempo pasé
estudiando en las tltimas 24 horas.

(b) El Physicians” Health Study pidi6 a 11.000 médicos que tomaran una aspiri-
na cada dos dias y observé cudntos de ellos sufrieron ataques al corazén durante
un periodo de 5 afios.

(c) En una prueba sobre un nuevo embalaje para huevos, dejas caer una caja
embalada desde una altura de medio metro y haces un recuento del ntimero de
huevos rotos.

(d) Escoge al azar un estudiante de tu clase y pregtintale cuanto dinero lleva
encima.

(e) Un investigador sobre la nutricién alimenta a una rata joven con una nue-
va dieta. La variable respuesta es la ganancia de peso (en gramos) al cabo de
8 semanas.

4.3.1 Reglas de la probabilidad

La probabilidad de cualquier resultado —por ejemplo, obtener un cinco cuando
se lanzan dos dados— soélo se puede hallar lanzando dos dados muchas veces, y
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ademads s6lo de forma aproximada. Entonces, ;como podemos describir la proba-
bilidad matemdticamente? Mds que intentar dar probabilidades exactas, empeza-
remos por presentar algunas condiciones que se deben cumplir para poder asig-
nar probabilidades. Estas condiciones surgen de la idea de probabilidad como
“la proporcion de veces que ocurre un determinado suceso después de muchas
repeticiones”.

1. Cualquier probabilidad es un niimero entre 0 y 1. Cualquier proporcién
es un nimero entre 0 y 1, por tanto, cualquier probabilidad también es un
numero entre 0 y 1. Un suceso con una probabilidad 0 no ocurre nunca,
mientras que un suceso con una probabilidad 1 ocurre en todas las repeti-
ciones. Un suceso con una probabilidad de 0,5 ocurre, después de muchas
repeticiones, la mitad de las veces.

2. Laprobabilidad de todos los resultados posibles, considerados conjun-
tamente, tiene que ser 1. Debido a que en cada repeticién siempre obte-
nemos algtn resultado, la suma de las probabilidades de todos los resul-
tados posibles tiene que ser exactamente 1.

3. Laprobabilidad de que un suceso no ocurra es 1 menos la probabilidad
de que este suceso ocurra. Si un suceso ocurre en, digamos, el 70% de las
repeticiones, deja de ocurrir en el 30% de las mismas. La probabilidad de
que un suceso ocurra y la probabilidad de que no ocurra siempre llega
hasta el 100%, es decir, es 1.

4. Si dos sucesos no tienen resultados en comiin, la probabilidad de que
ocurra alguno de los dos es la suma de sus respectivas probabilidades.
Siun suceso ocurre el 40% de todas las repeticiones y otro suceso diferente
ocurre el 25% de todas las repeticiones, y los dos sucesos no se pueden
producir simultdneamente, entonces la probabilidad de que ocurra uno
de ellos es del 65%, ya que 40% + 25% = 65%.

Podemos utilizar la notacion matemadtica para describir de forma mds precisa
lo que hemos planteado en los puntos anteriores. Si A es un suceso, indicamos
su probabilidad como P(A). He aqui las condiciones que debe cumplir una pro-
babilidad en un lenguaje formal. Cuando utilices estas condiciones, recuerda que
no son méas que otra forma de describir lo que acabamos de ver de forma intuitiva
sobre lo que ocurre con las proporciones después de muchas repeticiones.
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REGLAS DE LA PROBABILIDAD

Regla 1. La probabilidad P(A) de cualquier suceso A cumple que
0<PA)<1

Regla 2. Si S es el espacio muestral de un modelo de probabilidad,
entonces P(S) = 1.

Regla 3. Para cualquier suceso A,
P(no ocurra A) =1—P(A)

Regla 4. Dos sucesos A y B son disjuntos si no tienen resultados en co-
min, es decir, no pueden ocurrir nunca de forma simultanea. Si A y B son
disjuntos,

P(AoB)=P(A)+ P(B)

Esta es la regla de la suma de sucesos disjuntos.

EJEMPLO 4.5. Estado civil de mujeres jévenes

Escoge al azar una mujer de entre 25 y 29 afios, y pregtintale su estado civil. “Al
azar” significa que damos a todas las mujeres jovenes las mismas posibilidades
de ser una de las escogidas. Es decir, escogemos una muestra aleatoria simple de
tamario 1. La probabilidad de cualquier estado civil no es mds que la proporcién
de mujeres de entre 25 y 29 afios que tienen este estado civil en la poblacién —si
escogiéramos muchas mujeres, esta seria la proporciéon que obtendriamos—. He
aqui el modelo de probabilidad:

Estado civil | Soltera Casada Viuda Divorciada

Probabilidad | 0,353 0,574 0,002 0,071

Cada probabilidad toma un valor entre 0 y 1. La suma de las probabilidades
es 1, ya que todos estos resultados constituyen el espacio muestral S.
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La probabilidad de que la mujer que hemos escogido no esté casada es, segtin
la Regla 3,

P(no casada) = 1— P(casada)

Es decir, si el 57,4% estdn casadas, entonces las restantes 42,6% no lo estan.

“Nunca casadas” y “divorciadas” son sucesos disjuntos, ya que ninguna mu-
jer puede simultdneamente no haberse casado nunca y estar divorciada. En con-
secuencia, la regla de la adicién establece que

P(nunca casada o divorciada) = P(nunca casada) + P(divorciada)

= 0,353 -0,071 =0,424

Es decir, el 42,4% de las mujeres de este grupo de edad o nunca se casaron o
se divorciaron. B

EJEMPLO 4.6. Probabilidades cuando se lanzan dos dados

La figura 4.2 muestra los 36 resultados posibles de lanzar dos dados. ;Qué pro-
babilidades debemos asignar a estos resultados?

Los dados de los casinos se fabrican con mucho cuidado. Las marcas de los
puntos no se vacian, lo que daria diferente peso a las distintas caras, sino que se
rellenan con un pléstico transparente que tiene la misma densidad que el pléstico
utilizado para construir el dado. Para este tipo de dados es razonable asignar la
misma probabilidad a los 36 resultados de la figura 4.2. Debido a que los 36 resul-
tados considerados conjuntamente deben tener una probabilidad de 1 (Regla 2),
cada resultado debe tener una probabilidad de 5.

En general, los jugadores se interesan por la suma de las caras superiores.
¢Cudl es la probabilidad de obtener un 5? Debido a que el suceso “obtener un 5”
estd formado por los cuatro resultados mostrados en el ejemplo 4.4, la regla de la
adicion (Regla 4) establece que su probabilidad es

P:(Obtenerun5):P(EIZl)-i-P(l:lElH—P(ISH:l)—FP(IZlEI)

(Cudl es la probabilidad de obtener un 7? En la figura 4.2 encontrarés los

6

seis resultados para los cuales la suma de puntos es 7. La probabilidad es 3%, O

aproximadamente 0,167. H
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.16. Ascenso social. Un sociélogo que estudia la movilidad social en Dinamarca
halla que la probabilidad de que un hijo de padres de clase baja siga en dicha cla-
se es de 0,46. ;Cudl es la probabilidad de que el hijo ascienda a una clase més alta?

4.17. Causas de muerte. El Gobierno asigna a una sola causa las muertes que
suceden en el pais. Los datos muestran que la probabilidad de que una muerte
escogida al azar se deba a una enfermedad cardiovascular es de 0,45 y de 0,22
que se deba al cancer. ;Cudl es la probabilidad de que una muerte se deba a una
enfermedad cardiovascular o al cdncer? ;Cudl es la probabilidad de que la muer-
te se deba a otra causa?

4.18. ;Contribuyen los esposos a las tareas domésticas? El New York Times dio
a conocer los resultados de una encuesta que realiz6 a una muestra aleatoria de
1.025 mujeres. A las mujeres casadas de la muestra se les pregunto si sus esposos
contribuian a las tareas domésticas. He aqui los resultados:

Resultado Probabilidad
Hace més de lo justo 0,12
Hace lo justo 0,61
Hace menos de lo justo ?

Estas proporciones son probabilidades de un fenémeno aleatorio que consiste
en escoger una mujer casada al azar y preguntarle su opinion.

(a) ;Cual deberia ser la probabilidad de que una mujer escogida al azar diga
que su esposo hace menos de lo justo? ;Por qué?

(b) El suceso “creo que mi esposo hace al menos lo justo” comprende dos
resultados. ;Cudl es su probabilidad?

4.3.2 Asignacién de probabilidades: niimero finito de resultados

Los ejemplos 4.5 y 4.6 ilustran una manera de asignar probabilidades a los suce-
sos: asigna una probabilidad a cada uno de los resultados posibles, luego suma
estas probabilidades para hallar la probabilidad de cualquier suceso. Para que es-
te proceder cumpla las reglas de la probabilidad, la probabilidad de todos los re-
sultados individuales tiene que sumar exactamente 1.
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PROBABILIDADES EN UN ESPACIO MUESTRAL FINITO

Asigna una probabilidad a cada resultado individual. Estas probabilida-
des deben ser ntimeros entre 0 y 1. Su suma deber ser 1.

La probabilidad de cualquier suceso es la suma de las probabilidades de
los resultados que lo constituyen.

EJEMPLO 4.7. Digitos aleatorios

La tabla de digitos aleatorios situada al final del libro se cre6 mediante un progra-

ma informatico que generaba digitos al azar entre 0 y 9. Si generamos un digito,

el espacio muestral es

S=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Una aleatorizacién correcta da a cada uno de los resultados las mismas po-
sibilidades de ser uno de los elegidos. Debido a que la probabilidad global debe
ser 1, la probabilidad de cada uno de los 10 resultados posibles debe ser ;. Esta
asignacion de probabilidades a resultados individuales se puede resumir en la

tabla siguiente:

Resultado 0 1

3 4 5 6 7 8 9

Probabilidad | 0,1 0,1 0,1

01 01 01 01 0,1 01 0,1

La probabilidad del suceso de que ha salido un ntimero impar es

P(ntmero impar) = P(1) + P(3) + P(5) + P(7) + P(9) = 0,5

La asignacién de probabilidades cumple todas nuestras reglas. Por ejemplo,

podemos hallar la probabilidad de que salga un niimero par utilizando la Regla 3:

P(ntmero par) =

P(no sea un ntimero impar)
1 — P(ndmero impar)
1-0,5=0,5

Comprueba que obtienes el mismo resultado sumando las probabilidades de

todos los resultados pares. B
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.19. Lanzamiento de un dado. La figura 4.3 muestra algunas asignaciones de
probabilidad a las seis caras de un dado. S6lo podemos saber qué asignacién
de probabilidades es correcta lanzando el dado muchas veces. De todas formas,
algunas de las asignaciones de probabilidad no son admisibles. Es decir, no cum-
plen las reglas. ;Qué asignaciones de probabilidad son admisibles? En el caso de
los modelos inadmisibles, explica la razon.

Probabilidad

Resultado Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4

(] 1/7 1/3 1/3 1
. 1/7 1/6 1/6 1
(e 1/7 1/6 1/6 2
Ll 1/7 0 1/6 1
1/7 1/6 1/6 1
1/7 1/6 1/6 2

Figura 4.3. Cuatro asignaciones de probabilidad a las seis
caras de un dado, para el ejercicio 4.19.

4.20. Notas de alumnos de secundaria. Selecciona al azar a un estudiante uni-
versitario de primer curso y pregtntale qué posicién ocupaba, segtin las notas
obtenidas, en secundaria. He aquf las probabilidades de ocupar una determinada
posicién en secundaria basadas en una gran encuesta a estudiantes de secundaria:

Resultado Primer 20% Segundo 20% Tercer 20% Cuarto 20% Quinto 20%
Probabilidad 0,41 0,23 0,29 0,06 0,01

(a) ¢(Cuadl es la suma de estas probabilidades? ;Por qué crees tiene este valor?

(b) ;Cual es la probabilidad de que un estudiante universitario de primer
curso escogido aleatoriamente no estuviera entre el 20% de los estudiantes con
mejores notas de su clase en la escuela de secundaria?
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(c) (Cuadl es la probabilidad de que un estudiante de primer curso estuviera
entre el 40% de los estudiantes con mejores notas en su clase de la escuela de se-
cundaria?

4.21. Tipos de sangre. La sangre humana se puede clasificar en 4 grupos: O, A,
B o AB. La distribucién de los grupos varia un poco segtn la raza. He aqui las
probabilidades de que una persona de raza negra escogida al azar en EE UU per-
tenezca a uno de los grupos posibles:

Grupo sanguineo | O A B AB
Probabilidad 0,49 0,27 0,20 ?

(a) ;Cuadl es la probabilidad de que la persona escogida al azar pertenezca al
grupo AB? ;Por qué?

(b) Maria pertenece al grupo B y puede recibir sangre de los grupos O y B.
¢(Cudl es la probabilidad de que un estadounidense de raza negra, escogido al
azar, pueda donar sangre a Marfa?

4.3.3 Asignaciéon de probabilidades: intervalos de resultados

Supén que queremos escoger un ntmero al azar entre 0 y 1, de manera que el
resultado pueda ser cualquier nimero entre 0 y 1. Esto se puede hacer mediante
un programa generador de ntimeros aleatorios. El espacio muestral ahora es todo
el intervalo de ntmeros entre 0 y 1:

S = {todos los niimeros entre 0 y 1}

Para abreviar llamamos al resultado del generador de ntimeros aleatorios Y.
(Coémo podemos asignar probabilidades a sucesos como {0,3 <Y < 0,7}? De la
misma manera que cuando seleccionamos un digito aleatorio, queremos que to-
dos los resultados posibles tengan las mismas posibilidades. Sin embargo, no
podemos asignar probabilidades a cada valor individual de Y y luego sumarlos,
ya que existe un ntimero infinito de resultados posibles.

Utilizaremos un nuevo procedimiento para asignar probabilidades directa-
mente a los sucesos —como dreas por debajo una curva de densidad—. El drea por
debajo de cualquier curva de densidad es 1 y corresponde a una probabilidad
total igual a 1.
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Area = 0,4 Area = 0,5 Area = 0,2
/

/ N /

Altura =1

0 03 07 1 0 05 08 1
@) P(03 <y <07) (b) P(y < 0,50y > 0,8)

Figura 4.4. Probabilidad como un 4rea por debajo de la curva de densi-
dad. Esta curva de densidad uniforme distribuye la probabilidad equita-
tivamente entre 0 y 1.

EJEMPLO 4.8. Niimeros aleatorios

Un generador de ntimeros aleatorios genera nimeros de forma uniforme a lo
largo de todo el intervalo que va de 0 a 1, si permitimos que genere una larga se-
cuencia de nimeros. El resultado de muchas repeticiones viene dado por la curva
de densidad uniforme que se muestra en la figura 4.4. Esta curva de densidad tie-
ne una altura de 1 a lo largo de todo el intervalo de 0 a 1. El area por debajo de la
curva es 1 y la probabilidad de cualquier suceso es el drea por debajo de la curva
delimitada por el suceso en cuestion.

Tal como muestra la figura 4.4(a), la probabilidad de que un generador de
numeros aleatorios dé un ndamero entre 0,3 y 0,7 es

P(03<Y<07) =04

ya que el drea por debajo de la curva delimitada por el intervalo de 0,3 a 0,7 es 0,4.
La altura de la curva de densidad es 1 y el drea de un rectangulo es el produc-
to de la altura por su base, por tanto, la probabilidad de cualquier intervalo de
resultados es directamente la longitud del intervalo.

De forma similar

P(Y <0,5) = 0,5
P(Y > 0,8) =02
P(Y<050Y >08) =07
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Fijate en que el tltimo suceso considerado estd formado por dos intervalos
que no se solapan; por tanto, el drea total del suceso se halla sumando dos areas,
tal como se pone de manifiesto en la figura 4.4(b). Esta asignacién de probabili-
dades cumple nuestras cuatro reglas sobre la probabilidad. B

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.22. Numeros aleatorios. Sea X un ntimero aleatorio entre 0 y 1, producido me-
diante el generador de ndmeros aleatorios, de distribucién uniforme, descrito en
el ejemplo 4.8 y en la figura 4.4. Halla las siguientes probabilidades:

(@) P(0< X <04)
(b) P(0,4 <X <1)
(0 P(0,3<X<05)
(d) P(0,3 < X < 0,5)

4.23. Suma de dos ntimeros aleatorios. Genera dos ntimeros aleatorios entre
Oy1, ytoma Y como su suma. Por tanto, Y es una variable aleatoria continua
que puede tomar cualquier valor entre 0 y 2. La curva de densidad de Y es el
tridngulo que se muestra en la figura 4.5.

(a) Comprueba que el area por debajo de esta curva es 1.

(b) ;Cual es la probabilidad de que Y sea inferior a 1? (Haz un esquema de
la curva de densidad, sombrea el drea que representa la probabilidad y luego
halla ese area. Haz lo mismo en (c).)

(c) ;Cudl es la probabilidad de que Y sea inferior a 0,5?

Altura =1

Figura 4.5. La curva de densidad correspondiente a la suma
de dos ntimeros aleatorios. La curva de densidad reparte pro-
babilidades entre 0 y 2.
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4.3.4 Distribuciones normales de probabilidad

Cualquier curva de densidad se puede utilizar para asignar probabilidades. Las
curvas de densidad que nos resultan mas familiares son las normales. Asi, las dis-
tribuciones normales son modelos de probabilidad. Existe una estrecha rela-
cién entre la distribucién normal como una descripcion idealizada de los datos, y
un modelo de probabilidad normal. Si analizamos la altura de todas las mucha-
chas, encontramos que, en la préctica, tienen una distribucion normal de media
i = 164 cm y desviacion tipica ¢ = 6,3 cm. Es una distribuciéon de un conjunto
grande de datos. Imaginate escogiendo una muchacha al azar. Llama a su altu-
ra X. Si repetimos la eleccién al azar muchas veces, la distribucién de los valores
de X es la misma distribucién normal.

EJEMPLO 4.9. Altura de una chica

¢Cudl es la probabilidad de que la altura de una muchacha escogida al azar esté
entre 1,73y 1,78 m?

La altura X de una chica que escogemos tiene una distribucién N(164, 6,3).
Halla la probabilidad estandarizando y utilizando la tabla A, la tabla de las pro-
babilidades normales estandarizadas. Reservaremos la letra maytscula Z para la
variable normal estandarizada.

P(68 < X < 70)

68— 645 X—645 70— 645
= P < <
25 — 25 25
= P14<Z<22)

= 0,9861 —0,9192 = 0,0669

La figura 4.6 muestra las dreas por debajo de la curva normal estandarizada.
El célculo es el mismo que hicimos en el capitulo 1. Sélo el lenguaje en términos
de probabilidad es nuevo. H

Los ejemplos 4.8 y 4.9 usan una notacién abreviada que a menudo resulta
préctica. Utilizamos X para referirnos al resultado de escoger a una chica al azar
y determinar su altura. Sabemos que X puede tomar un valor diferente si esco-
gemos otra chica al azar. Debido a que el valor de X varia al cambiar de muestra
(en este caso una muestra de tamafio 1) decimos que la altura X es una variable
aleatoria.
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Curva normal
estandarizada

N

Probabilidad = 0,0669

z=14 2z=22

Figura 4.6. La probabilidad del ejemplo 4.9 como un area por debajo de la curva
normal estandarizada.

VARIABLE ALEATORIA

Una variable aleatoria es una variable cuyos valores son resultados
numeéricos de un fenémeno aleatorio.

La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria X nos dice qué
valores puede tomar X y como asignar probabilidades a estos valores.

Es habitual representar las variables aleatorias con las dltimas letras del alfa-
beto en maytsculas, como X e Y. Las variables aleatorias que tienen més interés
para nosotros son resultados como la media ¥ de una muestra aleatoria, para la
que mantenemos la notacién habitual.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.24. Prueba Iowa. La prueba Iowa sobre la riqueza de vocabulario tiene una dis-
tribucion normal de media y = 6,8 y desviacién tipica ¢ = 1,6 para estudiantes
de primero de bachillerato. La figura 1.13 muestra esta distribucién. Sea X una
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variable aleatoria que da el resultado de la prueba Iowa de un estudiante de pri-
mero de bachillerato escogido al azar.

(a) Expresa algebraicamente el suceso “el estudiante escogido tiene una pun-
tuacion mayor o igual que 10” en términos de X.

(b) Halla la probabilidad de este suceso.

4.25. Lanzamiento de dos dados. El ejemplo 4.6 describe la asignacién de proba-
bilidades de los 36 resultados posibles al lanzar dos dados. Sea la variable alea-
toria X la suma de los valores de las caras superiores. El ejemplo 4.6 muestra
que P(X = 5) = & y que P(X = 7) = £. Halla la distribucién de probabilidad
completa de la variable X. Es decir, asigna una probabilidad a cada uno de los
resultados de la variable X. Utiliza los 36 resultados de la figura 4.2.

RESUMEN DE LA SECCION 4.3

Un modelo de probabilidad para un fenémeno aleatorio consiste en un espacio
muestral S y una asignacion de probabilidades P.

El espacio muestral S es el conjunto de todos los resultados posibles de un
fenémeno aleatorio. Un suceso es un conjunto de resultados. P asigna un ntime-
ro P(A) a un suceso A como su probabilidad.

Cualquier asignacién de probabilidad tiene que cumplir las reglas que defi-
nen las propiedades basicas de la probabilidad:

0 < P(A) <1 para cualquier suceso A
P(S) =1.
Para cualquier suceso A, P(no ocurra A) =1 — P(A).

L

Regla de la adicién: Dos sucesos A y B son disjuntos si no tienen resulta-
dos en comun. Si A y B son disjuntos, entonces P(A o B) = P(A) + P(B).

Cuando un espacio muestral S contiene un ntimero finito de valores, un mo-
delo de probabilidad asigna a cada uno de ellos una probabilidad entre 0 y 1, de
manera que la suma de todas las probabilidades sea exactamente 1. La probabi-
lidad de cualquier suceso es la suma de las probabilidades de todos los valores
que constituyen dicho suceso.

Un espacio muestral puede contener todos sus valores como pertenecientes
a un determinado intervalo numérico. Un modelo de probabilidad asigna pro-
babilidades como areas por debajo de una curva de densidad. La probabilidad



294 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

de cualquier suceso es el drea, por debajo de la curva de densidad, y situada por
encima del intervalo que define el suceso.

Una variable aleatoria es una variable que toma valores numéricos determi-
nados por los resultados de un fenémeno aleatorio. La distribucién de probabili-
dad de una variable aleatoria X nos indica qué valores toma X y cémo se asignan
las probabilidades a estos valores.

EJERCICIOS DE LA SECCION 4.3

4.26. Compra una salchicha y apunta el nimero de calorias que contiene. Deter-
mina de forma razonable el espacio muestral S de tus resultados posibles. (La
informacién del ejercicio 1.39 te puede ayudar.)

4.27. Escoge un estudiante al azar y apunta el niimero de euros que lleva enci-
ma en forma de billetes, olvidate de las monedas. Determina de forma razonable
el espacio muestral S de este fendmeno aleatorio. (No sabemos cuél es la mayor
cantidad que de forma razonable pueda llevar un estudiante; por tanto, tienes
que tomar alguna decision al respecto para poder definir el espacio muestral.)

4.28. Tierra en Canada. Escoge al azar una hectdrea de tierra en Canada. La pro-
babilidad de que sea bosque es 0,35 y de que sea prado 0,03.

(a) ;Cuadl es la probabilidad de que la hectarea escogida no sea bosque?

(b) ;Cuél es la probabilidad de que sea bosque o prado?

(c) ¢Cuadl es la probabilidad de que una hectarea escogida al azar en Canada
no sea ni bosque ni prado?

4.29. Colores de M&M. Si sacas al azar un caramelo del tipo M&M de una bolsa,
el caramelo que saques tendra uno de los seis colores posibles. La probabilidad de
cada color depende de la proporcién de caramelos de cada color que se fabriquen.

(a) La siguiente tabla muestra la probabilidad de que un caramelo M&M es-
cogido aleatoriamente tenga cada uno de los 6 colores.

Color Marréon  Rojo  Amarillo Verde Naranja Azul

Probabilidad | 0,3 0,2 0,2 0,1 0,1 ?

(Cudl debe ser la probabilidad de sacar un caramelo de color azul?
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(b) Las probabilidades de los cacahuetes del tipo M&M son ligeramente dis-
tintas. Aqui las tenemos:

Color Marrén  Rojo  Amarillo Verde Naranja Azul

Probabilidad | 0,2 0,1 0,2 0,1 0,1 ?

¢Cuadl es la probabilidad de que un cacahuete M&M escogido al azar sea azul?
(c) ;Cuadl es la probabilidad de que un caramelo M&M sea rojo, amarillo o na-
ranja? ;Y la probabilidad de que un cacahuete M&M sea rojo, amarillo o naranja?

4.30. La asignacién de probabilidades, ;es correcta? En cada una de las situa-
ciones siguientes, determina si la asignacién de probabilidades a los resultados
individuales es legitima, es decir, determina si cumple las reglas de la probabili-
dad. Si la asignacion no es correcta, justifica el porqué.

(a) Cuando se hace girar una moneda, P(Cara) = 0,55 y P(Cruz) = 0,45.

(b) Cuando se lanzan dos monedas, P(Cara, Cara) = 0,4, P(Cara, Cruz) =0,4,
P(Cruz, Cara) = 0,4 y P(Cruz, Cruz) = 0,4.

(c) La proporcién de colores de los caramelos M&M no ha sido siempre la que
se muestra en el ejercicio 4.29. En el pasado no habia ni caramelos rojos ni azules.
Los caramelos marrones tenian una probabilidad de 0,10 y los restantes 4 colores
tenian las mismas probabilidades que aparecen en el ejercicio 4.29.

4.31. ;Quién va a Paris? Alberto, Eulalia, Marfa, Guillermo y Nuria trabajan en
una empresa de relaciones publicas. La empresa debe escoger a dos de ellos para
asistir a una conferencia en Parfs. Para evitar injusticias, la eleccién se hara esco-
giendo al azar dos nombres de un sombrero. (Obtenemos una muestra aleatoria
simple de tamario 2.)

(a) Escribe todas las elecciones posibles de dos nombres de entre cinco. Esto
es el espacio muestral.

(b) La seleccién al azar da las mismas posibilidades a todas las elecciones
posibles. ;Cual es la probabilidad de cada eleccién posible?

(c) ;Cudl es la probabilidad de que se escoja a Eulalia?

(d) ¢Cudl es la probabilidad de que no se escoja a ninguno de los dos hombres
(Alberto y Guillermo)?

4.32. ;Qué tamafio tienen las fincas? Escoge una finca al azar en EE UU y de-
termina su superficie en hectareas. He aqui las probabilidades de que la finca
escogida caiga en alguna de las categorias siguientes:
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Hectéreas <4 419 20-39 4074 75199 200-399 400-799 >800
Probabilidad | 0,09 0,20 0,15 0,16 0,22 0,09 0,05 0,04

Sea A el suceso de que la finca tenga menos de 20 hectdreas y B el suceso de
que tenga 200 o mds hectareas.

(a) Halla las probabilidades de A y B.

(b) Describe en palabras el suceso “no ocurre A”. Halla su probabilidad me-
diante la Regla 3.

(c) Describe en palabras el suceso “A o B”. Halla su probabilidad mediante la
regla de la adicion.

4.33. Ruleta. Una ruleta tiene 38 casillas, numeradas del 1 al 36, ademads del 0 y
del 00. De las 38 casillas, el 0 y el 00 son de color verde, y las restantes son 18 ro-
jas y 18 negras. Se hace girar una bola en sentido opuesto al giro de la ruleta. La
ruleta se ha nivelado cuidadosamente, de manera que la bola tiene las mismas
posibilidades de situarse en cualquiera de ellas cuando la ruleta empieza a de-
tenerse. Los jugadores pueden apostar por varias combinaciones de ntimeros y
colores.

(a) ;Cuadl es la probabilidad de cada uno de los 38 resultados posibles? Justi-
fica tu respuesta.

(b) Si tu apuesta es “rojo” y la bola se para en una casilla roja, ganas. ;Cudl es
la probabilidad de que esto ocurra?

(c) Los ntimeros de las casillas aparecen en una tabla en la que los jugadores
hacen sus apuestas. Una columna de nimeros de la tabla contiene todos los mul-
tiplos de 3, es decir, 3, 6, 9, ..., 36. Apuestas por “esta columna” y ganas si sale
alguno de los nameros de ella. ;Cudl es la probabilidad de que ganes?

4.34. Orden de nacimiento. Una pareja se plantea tener 3 hijos. Existen 8 combi-
naciones posibles de nifios y nifas. Por ejemplo, AAO quiere decir que los dos
primeros hijos son nifias y el tercero es un nifio. Las 8 combinaciones son, aproxi-
madamente, igual de probables.

(a) Escribe las 8 combinaciones de los sexos de los tres hijos. ;Cuaél es la pro-
babilidad de cualquiera de estas combinaciones?

(b) Sea X el namero de nifias que tiene la pareja. ;Cudl es la probabilidad de
que X = 2?

(c) A partir de tus resultados en (a), halla la distribucién de X. Es decir, ;qué
valores puede tomar X y cudl es la probabilidad de cada valor?
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4.35. Ascension social. Un estudio sobre la movilidad social en Inglaterra analizé
la clase social alcanzada por los hijos de padres de clase baja. Las clases sociales
se numeraron de la 1 (baja) hasta la 5 (alta). Considera que la variable aleatoria X
es la clase social en la que se encuentra un hijo escogido aleatoriamente entre los
hijos de padres de clase 1. El estudio hall6é que la distribucion de X es

Clase del hijo 1 2 3 4 5
Probabilidad | 0,48 0,38 0,08 0,05 0,01

(a) ;Qué porcentaje de hijos de padres de clase baja alcanza la clase més alta,
la clase 5?

(b) Comprueba que esta distribucién cumple los dos requisitos de una dis-
tribucién de probabilidad discreta. Dibuja un histograma de probabilidad que
muestre la distribucién.

(c) Halla P(X < 3). (El suceso “X < 3” incluye el valor 3.)

(d) Halla P(X < 3).

(e) Escribe el suceso “un hijo de padre de clase baja alcanza una de las dos
clases mas altas” en términos de valores de X. ;Cudl es la probabilidad de este
suceso?

4.36. Tamafio de hogares. Escoge al azar un hogar de Barcelona. Sea la variable
aleatoria X el ntimero de habitantes del hogar. Si prescindimos de los pocos hoga-
res con mds de siete personas, la distribucién de probabilidad de X es la siguiente:

Habitantes 1 2 3 4 5 6 7
Probabilidad | 0,25 0,32 0,17 0,15 0,07 0,03 0,01

(a) Comprueba que esta distribucién de probabilidad es correcta.

(b) Calcula P(X > 5)

(c) Calcula P(X > 5)

(d) Calcula P(2 < X < 4)

(e) Calcula P(X # 1)

(f) Describe el suceso de que el hogar escogido al azar tenga mas de dos ha-
bitantes en términos de la variable aleatoria X. ;Cudl es la probabilidad de este
suceso?
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4.37. Numeros aleatorios. La mayorfa de programas generadores de nimeros
aleatorios permite que los usuarios especifiquen el intervalo en el que se deben
producir los nimeros aleatorios. Supén, por ejemplo, que quieres generar un nu-
mero aleatorio Y entre 0 y 2. La distribucién de Y asigna la probabilidad de forma
uniforme entre 0 y 2. La curva de densidad de X tiene que tener una altura cons-
tante entre 0 y 2, y una altura de 0 para el resto de valores.

(a) ;Cuadl es la altura de la curva de densidad entre 0 y 2? Dibuja un grafico
de la curva de densidad de Y.

(b) Utiliza tu gréfico en (a) y el hecho de que la probabilidad es el drea por
debajo de la curva para hallar P(Y < 1).

() Halla P(0,5 < Y < 1,3).

(d) Halla P(Y > 0,8).

4.4 Distribucion de la media muestral

La inferencia estadistica saca conclusiones sobre toda una poblacién a partir de
los datos de una muestra. Como las buenas muestras se escogen al azar, estadisti-
cos como X son variables aleatorias. Podemos describir el comportamiento de un
estadistico mediante un modelo de probabilidad, que dé respuesta a la pregunta:
“¢Qué ocurriria si lo repitiéramos muchas veces?”.

4.4.1 Laestimacién estadistica y la ley de los grandes niimeros

He aqui un ejemplo que nos conducira hacia una de las ideas probabilisticas mas
importantes para la inferencia estadistica.

EJEMPLO 4.10. Este vino, ;huele bien?

A veces, para conservar el vino se afladen compuestos sulfurosos como el dimetil
sulfito (DMS). E1 DMS origina un olor caracteristico del vino. Unos enélogos quie-
ren conocer el valor del umbral de percepcion, es decir, la concentracién menor
que puede detectar el olfato humano. No todo el mundo tiene el mismo umbral
de percepcion. Los enélogos empiezan por conocer la media pr del umbral de per-
cepcién de la poblaciéon de todos los adultos. El ntimero y es un pardmetro que
describe esta poblacién.



Distribuciones muestrales y probabilidad (c.4) / 299

Para estimar y, ofrecemos vino sin DMS y el mismo vino con distintas concen-
traciones de DMS a un grupo de catadores, con el objetivo de conocer la menor
concentracion para la cual los catadores pueden detectar el DMS. He aqui los um-
brales de detecciéon (expresados como microgramos de DMS por litro de vino) de
10 sujetos escogidos al azar:

28 40 28 33 20 31 29 27 17 21

El umbral medio para estos sujetos es ¥ = 27,4. Esta media muestral es un
estadistico que utilizamos para estimar el parametro y, pero probablemente no
toma el mismo valor que y. Es mds, sabemos que 10 sujetos distintos darfan una
% distinta. ll

Un pardmetro tal como la media de deteccién del DMS y de todos los adultos,
toma un valor fijo pero desconocido. Un estadistico tal como la media muestral x
de una muestra aleatoria de 10 adultos es una variable aleatoria. Parece razonable
utilizar ¥ para estimar y. Una muestra aleatoria simple representa a la poblacién
de forma adecuada. En consecuencia, la media ¥ debe tomar un valor similar al
valor de la media y de la poblacién. Es claro que no esperamos que ¥ sea exacta-
mente igual a y, y sabemos que si tomaramos otra muestra, el azar seguramente
nos darfa ¥.

Si ¥ dificilmente nos da el valor exacto de y y ademads su valor cambia de
muestra a muestra, ;por qué ¥ es un estimador razonable de la media pobla-
cional #? He aqui una respuesta, si perseveramos tomando muestras cada vez
mayores, es seguro que el estadistico ¥ cada vez se acercard mads al parametro pi.
Tenemos la tranquilidad de saber que si calculamos la media muestral con maés
sujetos, podemos estimar la media de percepcién de todos los adultos con mu-
cha precisién. Este destacable hecho se conoce como la ley de los grandes niimeros.
Es destacable porque se cumple para cualquier poblacién, no se limita a un ti-
po especial de poblaciones como por ejemplo las distribuciones normales.

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

Obtén observaciones al azar de cualquier poblacién de media finita .
A medida que el nimero de observaciones obtenidas aumenta, la media x
de los valores observados se acerca mas y mas a y, la media poblacional.

Estadistico
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La ley de los grandes nimeros se puede probar matematicamente a partir de
las leyes basicas de la probabilidad. El comportamiento de ¥ es similar a la idea
de probabilidad. Después de muchas repeticiones, la proporcién de resultados
que toman un valor determinado se acerca a la probabilidad de este valor y la
media de los resultados se acerca a la media poblacional. La figura 4.1 muestra
un ejemplo en el que se ve como las proporciones se acercan a la probabilidad. He
aqui un ejemplo que muestra como las medias muestrales se acercan a la media
poblacional.

EJEMPLO 4.11. La ley de los grandes niimeros en accion

En realidad, la distribucién de los umbrales de deteccién de todos los adultos
es25. Lamedia p = 25 es el verdadero valor del pardmetro que queremos estimar.
La figura 4.7 ensefia que la media muestral ¥ de una muestra aleatoria simple de
esta poblacién cambia a medida que aumentamos el tamafio de la muestra.

El primer sujeto del ejemplo 4.10 tiene un umbral igual a 28; por tanto, el
gréfico de la figura 4.7 empieza en este punto. La media de los dos primeros
sujetos es
28 +40

34
2

T =

Este es el segundo punto del grafico. Al principio, el gréfico ensefia que la
media muestral cambia a medida que afiadimos méas observaciones. Sin embargo,
la media de las observaciones se acerca a la media y = 25 y finalmente se asienta
en este valor.

Si empezamos otra vez a escoger al azar gente de la poblacién, el camino
seguido desde la izquierda hacia la derecha de la grafica de la figura 4.7 sera dis-
tinto. La ley de los grandes ntimeros establece que sea el que sea el camino que
sigamos siempre llegaremos a 25 a medida que escojamos mds y mds gente para
la muestra. B

La ley de los grandes ntiimeros es el principio en el que se basan negocios
como los casinos y las compaiiias de seguros. Las ganancias (o las pérdidas) de
un jugador en un juego son inciertas —por este motivo el juego es emocionante—.
En la figura 4.7, la media de 100 observaciones todavia no estd muy cerca de .
Es solamente después de muichas repeticiones que se puede predecir el resultado. El
casino juega decenas de miles de veces. Por tanto, el casino, a diferencia de los
jugadores individuales, puede basarse en la regularidad que aparece después de
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Media de las primeras 1 observaciones
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Numero de observaciones n

Figura 4.7. La ley de los grandes ntimeros en accién: a me-
dida que tomamos mds observaciones, la media muestral ¥
siempre se aproxima a la media y de la poblacién.

muchas repeticiones y que describe la ley de los grandes ntimeros. La media de
las ganancias del casino después de decenas de miles de apuestas estard muy
cerca de la media de la distribucién de ganancias. No es necesario afiadir nada
mads, esta media garantiza los beneficios del casino. Esto es lo que justifica que el
juego puede ser un negocio.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.38. La figura 4.7 muestra cémo se comporta la media de n observaciones a medi-
da que afiadimos més a las que ya tenemos. En el ejemplo 4.10 se dan las primeras
10 observaciones. Para demostrar que has captado la idea que expresa la figu-
ra 4.7, halla la media de la primera observacion, de las dos primeras, de las tres
primeras, de las cuatro primeras y de las cinco primeras. Representa éstas me-
dias con relacion a n (el namero de observaciones). Comprueba que tu gréfico
concuerda con la parte izquierda de la figura 4.7.
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4.39. El juego de los ntimeros. El “juego de los ntimeros” es un juego ilegal que se
practica en muchas grandes ciudades. Una version del juego consiste en escoger
uno de los 1.000 nimeros de tres cifras entre 000 y 999. Cada apuesta es de un
euro. Cada dia sale ganador un ntimero de tres cifras escogido al azar. Los acer-
tantes del ndmero ganador cobran 600 €. La media de cobros recibidos de una
poblacién de miles de apuestas es y = 0,6 €. Durante muchos afios, Jaime ha ido
apostando un euro cada dia. Explica lo que dice la ley de los grandes ntimeros
sobre los resultados de las apuestas de Jaime.

4.4.2 Distribuciones muestrales

La ley de los grandes nimeros garantiza que al medir suficientes objetos, el esta-
distico X se acercard mucho al pardmetro desconocido y. Sin embargo, nuestro es-
tudio del ejemplo 4.10 tenia sélo 10 sujetos. ;Qué podemos decir sobre una media
de 10 sujetos como estimacion de y? Preguntamos: “;Qué ocurrirfa si tomdsemos
muchas muestras de 10 sujetos de esta poblacién?”. He aqui como responder:

e Toma un gran ndmero de muestras de tamafio 10 de la misma poblacién.

e Calcula la media muestral ¥ de cada muestra.

e Dibuja un histograma con los valores de *.

e Examina la distribucién que muestra el histograma, es decir, fijate en su
forma, centro y dispersion, asi como en observaciones atipicas y otras
desviaciones.

En la préctica es demasiado caro tomar muchas muestras de poblaciones
grandes como, por ejemplo, la de los adultos residentes en la Unién Europea.
De todas formas, podemos imitar la obtencién de muchas muestras utilizando
un programa de ordenador. La utilizacién de un programa para imitar el com-
portamiento del azar se llama simulacién.

EJEMPLO 4.12. Determinacion de una distribucién muestral

Estudios extensivos han puesto de manifiesto que el umbral de percepcién de
DMS de los adultos sigue de forma aproximada una distribucién normal de me-
dia ¢ = 25 microgramos por litro y desviacién tipica ¢ = 7 microgramos por
litro. La figura 4.8 muestra esta distribucién poblacional. Con esta informacién
podemos simular muchas repeticiones de nuestro estudio con diferentes suje-
tos de esta poblacion obtenidos al azar. La figura 4.9 ilustra este proceso: obte-
nemos 1.000 muestras de tamafio 10, hallamos las 1.000 medias muestrales de los
umbrales de percepcién y dibujamos el histograma de estos 1.000 valores. ll
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Umbral de percepcién para un sujeto

Figura 4.8. La distribucién del umbral de percepcién de
DMS del vino en la poblacién de todos los adultos. Esta
distribucién corresponde también a la distribucién del
umbral de percepciéon de DMS de un adulto escogido

al azar.
Poblacion =10, x 150+ ] Bl

p=25 =10 % P

£ 1001
n=10 _ 0]
c=7 e =
b=

50

0

18 20 22 24 26 28 30 32

Distribucién de las medias de las muestras

Figura 4.9. La idea de distribucién muestral: toma muchas muestras de una misma
poblacién, calcula sus medias muestrales ¥ y representa graficamente la distribucion
de estas x. Este histograma muestra los resultados de 1.000 muestras.
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¢Qué podemos decir acerca de la forma, el centro y la dispersion de esta dis-
tribucién?

e Forma: jParece normal! Un examen detallado confirma que la distribu-
cién de X de muchas muestras tiene una distribucién muy cercana a una
normal.

e Centro: La media de 1.000 ¥ es 25,073. Es decir, el centro de la distribucién
queda muy cerca de la media poblacional 1 = 25.

e Dispersiéon: La desviacion tipica de 1.000 ¥ es 2,191, bastante menor que
la desviacién tipica o = 7 de la poblacién de sujetos considerados indivi-
dualmente.

El histograma de la figura 4.9 muestra cémo se comportaria X si obtuviéramos
muchas muestras. Esta figura presenta la distribucion muestral del estadistico X.

DISTRIBUCION MUESTRAL

La distribucién muestral de un estadistico es la distribucién de los valo-
res tomados por él en todas las muestras posibles de igual tamario de la
misma poblacién.

Estrictamente hablando, la distribucién muestral es una distribucion ideal
que apareceria si examindramos todas las muestras posibles de tamafio 10 de
nuestra poblaciéon. Una distribucién obtenida a partir de un determinado ndmero
de repeticiones, como por ejemplo las 1.000 de la figura 4.9, es s6lo una aproxima-
cién a la verdadera distribucién muestral. Una de las aplicaciones de la teoria de
probabilidad en estadistica es la obtencién de las distribuciones muestrales sin
necesidad de hacer simulaciones. La interpretacién de la distribuciéon muestral
es la misma, tanto si la obtenemos mediante simulacién como si la obtenemos
mediante las matemaéticas de la probabilidad.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.40. Obtencién de una distribucién muestral. Vamos a ilustrar la idea de distri-
bucién muestral en el caso de tener una muestra muy pequefia de una poblacién,
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también, muy pequetia. La poblacién son las notas obtenidas por 10 estudiantes
en un examen:

Estudiante 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nota 82 62 80 58 72 73 6,5 6,6 74 6,2

El parametro de interés es la nota media y de esta poblacién. La muestra
es una muestra aleatoria simple de tamafio n = 4 obtenida de esta poblacién.
Debido a que se ha etiquetado a los estudiantes de 0 a 9, un digito aleatorio de la
tabla B representa la eleccion aleatoria de un estudiante.

(a) Halla la media de las 10 notas de la poblacion. Este valor es la media
poblacional p.

(b) Utiliza la tabla B para obtener una muestra aleatoria de tamafio 4 de esta
poblacién. Halla la media ¥ de las notas de la muestra. Este estadistico es una
estimacion de p.

(c) Repite este proceso 10 veces. Para la elecciéon de la muestra sittate en di-
versos lugares de la tabla B. Dibuja un histograma con los 10 valores de *. Estas
determinando la distribucién muestral de %. El centro del histograma, ;queda
cerca de p?

4.4.3 Mediay desviacion tipica de ¥

La figura 4.9 sugiere que cuando obtenemos muchas muestras aleatorias simples
de una poblacién, la distribucién de la media muestral tiene como media la media
poblacional y que tiene menos dispersién que la distribucién de las observacio-
nes individuales. Esto es un ejemplo de un hecho general.

MEDIA Y DESVIACION TiPICA DE LA MEDIA MUESTRAL?

Supén que ¥ es la media de una muestra aleatoria simple de tamafio 1 ob-
tenida de una gran poblacién de media y y desviacion tipica 0. La media
de la distribucion muestral de X es y1 y su desviacién tipica es .

3De forma estricta la férmula de la desviacién tipica de % es o//11 y supone que obtenemos una
muestra aleatoria simple de tamafio n de una poblacién infinita. Si la poblacién es de tamafio finito, la
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Tanto la media como la desviacién tipica de la distribucién de % tienen im-
portantes implicaciones en la inferencia estadistica.

e La media del estadistico X siempre es igual a la media y de la pobla-
cién. La distribucién de x se halla centrada en y#. En un muestreo repe-
tido, ¥ tomard algunas veces valores mayores que el verdadero valor del
pardmetro p y otras veces, valores menores. No existe una tendencia sis-
temadtica a subestimar o a sobrestimar el valor del parametro. Asi queda
mas clara la idea de falta de sesgo, en el sentido de que no existe ningtn
“favoritismo”. Debido a que la media de ¥ es igual a y, decimos que ¥ es
un estimador insesgado del pardmetro .

e Con muchas muestras es “correcta la media” de un estimador insesga-
do. Lo cerca que queda el estimador del pardmetro en la mayoria de las
muestras depende de la dispersién de la distribucién del estimador. Si
las observaciones individuales tienen una dispersién o, entonces la me-
dia muestral de muestras de tamafio  tiene una desviacion tipica . Las
medias tienen menos dispersién que las observaciones individuales.
La figura 4.10 compara la distribucién de observaciones individuales (la
distribucién de la poblacién) de los umbrales de deteccién con la distri-
bucién de la media muestral ¥ de 10 observaciones.

No sélo la desviacién tipica de la distribucién de ¥ es menor que la desvia-
cion tipica de las observaciones individuales, sino que se hace menor a medida
que tenemos muestras mayores. Los resultados de muestras grandes son menos
variables que los resultados de muestras pequefias. Si 11 es grande, la desviacién
tipica de ¥ es pequefia y casi todas las muestras dan valores de ¥ muy préximos
al verdadero parametro y. Es decir, se puede confiar en la media muestral de una
muestra grande para estimar de forma precisa la media poblacional. Sin embar-
go, fijate en que la disminucién de la desviacion tipica de la media muestral es la
media poblacional dividida por y/n. Para reducir a la mitad la desviacién tipica
de %, tenemos que aumentar cuatro veces la muestra, no es suficiente doblar su
tamarnio.

férmula anterior se multiplica por /1 — (n —1)/(N — 1). Esta correccién se acerca a 1 a medida que
N aumenta. Cuando la poblacién es al menos 10 veces mayor que la muestra, el factor de correccién
toma valores entre 0,95 y 1, por tanto, en estas situaciones, es razonable utilizar la formula o/\/n.
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/ Medias x de 10 observaciones

Observaciones
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Figura 4.10. La distribucién de observaciones individuales comparada con la distribucién
de las medias ¥ de 10 observaciones. Las medias son menos variables que las observacio-
nes individuales.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.41. Anilisis en el laboratorio. Juan hace un analisis en el laboratorio de quimica
y apunta sus resultados en una libreta. La desviacién tipica de los resultados de
los anélisis de los estudiantes es ¢ = 10 miligramos. Juan repite los andlisis tres
veces y halla la media % de los tres resultados.

(a) ;Cual es la desviacion tipica de las medias de Juan? (Es decir, si Juan si-
guiera haciendo andlisis de tres en tres de forma indefinida y calculara sus me-
dias, ;cudl serfa la desviacion tipica de todas sus medias muestrales x?)

(b) ;Cuéntas veces debe repetir Juan un anélisis para que la desviacién tipica
de ¥ sea 5? Explica a alguien que no sepa nada de estadistica la ventaja de dar la
media de algunos andlisis en lugar de dar uno solo.

4.42. Determinacién del nivel de colesterol en la sangre. Un estudio sobre la sa-
lud de los adolescentes quiere determinar el nivel de colesterol de una muestra
aleatoria simple de jovenes de entre 13 y 16 afios. Los investigadores dardn la me-
dia muestral ¥ como una estimacién de la media y del nivel de colesterol de esta
poblacién.
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(a) Explica a alguien que no sepa estadistica qué significa decir que X es un
estimador “insesgado” de p.

(b) La media muestral ¥ es un estimador insesgado de la verdadera y po-
blacional sin importar el tamafio de la muestra aleatoria simple escogido en el
estudio. Explica a alguien que no sepa nada de estadistica por qué una muestra
grande da resultados maés fiables que una muestra pequefia.

4.4.4 Teorema del limite central

Hemos descrito la media y la desviacion tipica de la distribucién de la media
muestral X, pero no la forma de su distribucién. La forma de la distribucién de x
depende de la forma de la distribucién de la poblacién. En particular, si la distri-
bucién poblacional es normal, también lo es la distribucién de la media muestral.

DISTRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL

Si la distribucién de la poblacién es N(p, ), entonces la media muestral ©
de 1 observaciones independientes tiene una distribucién N(p, 7).

Ya conociamos los valores de la media y de la desviacion tipica de la media
muestral. Lo tinico que hemos afiadido ahora es la forma normal. La figura 4.10
ilustra estos hechos en el caso de la determinacién de los umbrales de percepcion
de DMS. Los umbrales de percepcién del olor de la poblacién de todos los adultos
tiene una distribucién normal, por tanto, la distribucién de la media muestral de
10 adultos también es una distribucién normal.

¢Qué ocurre cuando la distribucién poblacional no es normal? A medida que
aumenta el tamario de la muestra, la distribucién de ¥ cambia de forma: se parece
menos a la distribucién de la poblacién muestreada y cada vez mds a una dis-
tribucién normal. Cuando la muestra es suficientemente grande, la distribucién
de ¥ se parece mucho a una distribucién normal. Esto es cierto sea cual sea la for-
ma de la distribucién de la poblacién, siempre y cuando esta poblaciéon tenga una
desviacion tipica finita . Este famoso resultado de la teoria de la probabilidad se
conoce como teorema del limite central. En la préctica este teorema es mucho maés
atil que el hecho de que la distribucién de ¥ sea exactamente normal cuando la
poblacién muestreada también lo es.
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TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

Obtén una muestra aleatoria simple de tamafio # de cualquier poblacién
de media y y desviacién tipica finita c. Cuando n es grande, la distribu-
cién de la media muestral es aproximadamente normal:

. o
% es aproximadamente N (p, —)

N

De forma mads general, el teorema del 1imite central dice que la distribucién
de la suma o la media de muchos valores aleatorios se aproxima mucho a una
normal. Esto es cierto incluso si estos valores no son independientes (siempre y
cuando no estén muy correlacionados) e incluso también si estos valores tienen
distribuciones distintas (siempre y cuando un valor aleatorio no sea tan grande
que domine a los restantes). El teorema del limite central sugiere que las distri-
buciones normales son modelos habituales para datos observados. Cualquier va-
riable que sea la suma de muchas influencias pequefias tendrad aproximadamente
una distribucién normal.

El tamafio n que debe tener la muestra para que ¥ sea aproximadamente nor-
mal depende de la distribucién de la poblacién. Se necesitan mds observaciones
si la forma de la poblacién es muy poco normal.

EJEMPLO 4.13. El teorema del limite central en accién

La figura 4.11 muestra el teorema del limite central en accién para poblaciones
muy asimétricas. La figura 4.11(a) muestra la curva de densidad de una observa-
cién individual, es decir, la distribucién de la poblacién. La distribucién es muy
asimétrica hacia la derecha y los resultados més probables se encuentran cerca
de 0. La media p de esta distribucién es 1 y su desviacién tipica o también es 1.
Esta distribucién particular se llama distribucién exponencial. Las distribuciones
exponenciales se utilizan como modelos para describir el tiempo de vida de los
componentes electrénicos o el tiempo necesario para servir a un cliente o para
reparar una maquina.

Las figuras 4.11(b), (c) y (d) son las curvas de densidad de las medias mues-
trales de 2, 10 y 25 observaciones de esta poblacion. A medida que aumenta 1, la
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forma de la distribucién de la media muestral cada vez es mdas normal. La media
se mantiene en u = 1 y la desviacién tipica disminuye, tomando el valor \% La
curva de densidad de 10 observaciones se mantiene algo asimétrica hacia la dere-
cha, pero ya se parece a una curvanormalcon y =1lyo = \/% = 0,32. La curva
de densidad para n = 25 ya es mas normal. El contraste entre la forma de la dis-
tribucion poblacional y la distribucién de la media de 10 o 25 observaciones es
sorprendente. l

(a) (b)

() (d)

Figura 4.11. El teorema del limite central en accién: la distribucién de las medias
muestrales ¥ de una poblacién muy asimétrica se hace mas normal a medida que el
tamano de la muestra aumenta. (a) La distribucién de una observacién. (b) La distri-
bucién de X para dos observaciones. (c) La distribucién de ¥ para 10 observaciones.
(d) La distribucién de X para 25 observaciones.
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El teorema del limite central nos permite utilizar los célculos de probabili-
dad de una poblacién normal para responder a preguntas sobre las medias mues-
trales de muchas observaciones, incluso cuando la distribucién de la poblacién no
es normal.

EJEMPLO 4.14. Mantenimiento de aparatos de aire acondicionado

El tiempo X que un técnico necesita para realizar el mantenimiento de un aparato
de aire acondicionado viene determinado por una distribucién exponencial cuya
curva de densidad aparece en la figura 4.11(a). El tiempo medio es 4 = 1 hora y
la desviacion tipica es o = 1 hora. Tu empresa hace el mantenimiento de 70 apa-
ratos. ;Cudl es la probabilidad de que la media del tiempo de mantenimiento sea
superior a 50 minutos?

El teorema del limite central dice que la media muestral ¥ del tiempo (en ho-
ras) necesario para reparar 70 unidades tiene aproximadamente una distribucién
normal de media igual a la media de la poblacién # = 1 y desviacion tipica

o 1
V70 V70

La distribucién de ¥ es, pues, aproximadamente N(1,0,12). La figura 4.12

= 0,12 horas

muestra con trazo continuo esta curva normal.
50

Como 50 minutos es lo mismo que ; de una hora, o 0,83 horas, la proba-
bilidad que queremos saber es P(¥ > 0,83). Un célculo para una distribucién
normal da esta probabilidad como 0,9222, es el area situada a la derecha de 0,83
y por debajo de la curva de trazado continuo de la figura 4.12.

Utilizando mdas matemadticas, podemos hallar la curva de densidad real de ¥
para 70 observaciones partiendo de la distribucién exponencial. Esta curva apare-
ce con trazo discontinuo en la figura 4.12. Puedes ver que la curva normal de trazo
continuo es una buena aproximacién. La probabilidad exacta es el drea por debajo
de la curva de trazado discontinuo. Es 0,9294. La aproximacién normal del teore-

ma del limite central comete un error de s6lo 0,007. H

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.43. Notas ACT. Las notas de los estudiantes en el examen ACT, prueba de acceso
a la universidad en EE UU, en un afio reciente, tenian una distribucién normal
con media yu = 18,6 y desviacion tipica o = 5,9.
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0,83 1

Figura 4.12. La distribucién exacta (trazo discontinuo) y la
aproximacién normal a partir del teorema del limite central
(linea continua) para el tiempo medio necesario para ha-
cer el mantenimiento de un aparato de aire acondicionado.
Para el ejemplo 4.14.

(a) ;Cudl es la probabilidad de que un estudiante escogido aleatoriamente
entre todos los que hicieron el examen ese afio tenga una nota mayor o igual
que 217

(b) ;Cuales son los valores de la media y la desviacion tipica de la media
muestral ¥ de las notas de estos 50 estudiantes?

(c) ;Cudl es la probabilidad de que la nota media ¥ de estos estudiantes sea
igual o mayor que 21?

4.44. Taras en alfombras. El niimero de taras por metro cuadrado de un mate-
rial para alfombras varfa con una media de 1,6 taras por metro cuadrado y una
desviacion tipica de 1,2 taras por metro cuadrado. La distribucién poblacional no
puede ser normal, ya que un recuento s6lo toma valores enteros positivos. Un
inspector analiza 200 m* del material, anota el ntimero de taras halladas en cada
uno de estos metros cuadrados y calcula %, la media del niimero de taras en los
metros cuadrados inspeccionados. Utiliza el teorema del limite central para ha-
llar la probabilidad aproximada de que la media del ntimero de taras por metro
cuadrado sea mayor que 2.
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4.45. Rendimiento de acciones. La distribucién de los rendimientos anuales de
las acciones es aproximadamente simétrica, aunque las observaciones extremas
son mds frecuentes que en una distribucién normal. Como esta falta de normali-
dad no es muy fuerte, la media de los rendimientos, incluso durante un ntiimero
pequerio de afios, es aproximadamente normal. A largo plazo, los rendimientos
anuales varian con una media préxima al 9% y una desviacién tipica préxima al
28%. Jaime piensa retirarse dentro de 45 afios y estd considerando la posibilidad
de invertir en bolsa. ;Cuadl es la probabilidad (suponiendo que los rendimientos
anuales de las acciones mantienen la misma variaciéon) de que la media de los ren-
dimientos anuales de las acciones en los préximos 45 afios supere el 15%? ;Cuél
es la probabilidad de que esta media de rendimientos sea menor del 5%?

RESUMEN DE LA SECCION 4.4

Cuando queremos informacién sobre la media poblacional y de alguna variable,
solemos tomar una muestra aleatoria simple y utilizamos la media muestral
para estimar el pardmetro desconocido y.

La ley de los grandes nlimeros establece que la media realmente observada ¥
debe aproximarse a la media poblacional # a medida que aumenta el ntimero de
observaciones.

La distribucién de X describe como varia el estadistico X en todas las posibles
muestras del mismo tamario de la poblacién.

La media de la distribucién de ¥ es y; por tanto, X es una estimador insesgado
de p.

La desviaci6n tipica de la distribucién de ¥ es = para una muestra aleatoria
simple de tamafio 7, si la poblacién tiene una desviacién tipica . Es decir, las
medias son menos variables que las observaciones individuales.

Si la poblacién tiene una distribucién normal, ¥ también la tiene.

El teorema del limite central establece que, con una n grande, la distribuciéon
de ¥ es aproximadamente normal para cualquier poblacién con una desviacion ti-
pica finita . Es decir, las medias son més normales que las observaciones indi-
viduales. Podemos utilizar la distribucion N(y, %) para calcular probabilidades
aproximadas de sucesos en los que ¥ esté implicada.
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EJERCICIOS DE LA SECCION 4.4

4.46. Ruleta. Una ruleta tiene 38 casillas: 18 son negras, 18 son rojas y 2 son verdes.
Cuando se hace girar la ruleta, la bola tiene las mismas posibilidades de situarse
en cualquiera de ellas. Una de las apuestas mds simples consiste en escoger rojo
o negro. Si se apuesta un euro a rojo, se obtienen 2 € si la bola se detiene en una
casilla roja o se pierde en caso contrario. Cuando los jugadores apuestan rojo o

negro, las dos casillas verdes quedan para la casa. Debido a que la probabilidad

18
387

ces 13 0 0,947 €. Explica lo que dice la ley de los grandes ntiimeros sobre lo que

de ganar 2 € es 3, las ganancias medias de una apuesta de un euro es dos ve-

ocurrird si un jugador apuesta muchas veces al color rojo.

4.47. Obtencién de una distribucién muestral. La tabla 1.9 proporciona los tiem-
pos de supervivencia de 72 conejillos de Indias de un experimento médico. Con-
sidera a estos 72 animales como la poblacién de interés.

(a) Dibuja un histograma con los 72 tiempos de supervivencia. Este histogra-
ma es la distribucién poblacional y es muy asimétrica hacia la derecha.

(b) Halla la media de los 72 tiempos de supervivencia. Este valor es la media
poblacional y. Sefidlalo en el eje de las abscisas de tu histograma.

(c) Etiqueta los miembros de la poblacion de 01 a 72. Utiliza la tabla B para
obtener una muestra aleatoria simple de tamafio n = 12. ;Cudl es el tiempo medio
de supervivencia X de tu muestra? Sefala el valor de ¥ en el eje de las abscisas de
tu histograma.

(d) Escoge otras cuatro muestras aleatorias simples de tamario 12, situdndote
en diferentes lugares de la tabla B. Halla la media muestral X de cada muestra y
sefala sus valores en el histograma. ;Te sorprenderias si los cinco valores de ¥
quedaran al mismo lado de y? ;Por qué?

(e) Si obtienes un gran ntimero de muestras aleatorias simples de tamafio 12
de esta poblacién y dibujas un histograma con todos los valores, ;dénde crees
que se situard el centro de esta distribuciéon?

4.48. Polvo en minas de carbén. Un laboratorio pesa filtros de aire de una mi-
na de carbon para medir la cantidad de polvo en la atmdsfera de la mina. Las
mediciones repetidas del polvo de un mismo filtro varian normalmente con una
desviacién tipica ¢ = 0,08 mg, debido a que las mediciones no son perfectamente
precisas. El polvo de un determinado filtro realmente pesa 123 mg. Las medicio-
nes repetidas del peso de este filtro tendrdn, pues, una distribucién normal de
media 123 mg y desviacién tipica 0,08 mg.
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(a) El laboratorio da la media de 3 mediciones. ;Cuél es la distribucién de esta
media?

(b) ;Cudl es la probabilidad de que el laboratorio dé un peso mayor o igual
que 123 mg para este filtro?

4.49. Encuesta de opinién. Se pregunta a una muestra aleatoria simple de 400 es-
pafioles adultos: “;Cuadl crees que es el problema mas importante al que se en-
frentan nuestras escuelas?”. Supén que el 30% de todos los adultos contestase “la
falta de buenas instalaciones”, si se les efectuara esta pregunta. Es decir, la pro-
porcién poblacional es p = 0,3. La proporcién muestral p que responde “la falta
de buenas instalaciones” variard en un muestreo repetido. La distribucién mues-
tral serd aproximadamente normal con una media de 0,3 y una desviacién tipica
de 0,023. Utilizando esta aproximacion, halla las probabilidades de los siguientes
sucesos:

(a) Al menos la mitad de la muestra cree que la falta de buenas instalaciones
es el problema mas importante de las escuelas.

(b) Menos del 25% de la muestra cree que la falta de buenas instalaciones es
el problema mds importante de las escuelas.

(c) La proporcién muestral estd entre 0,25 y 0,35.

4.50. Componentes de automéviles. En una fébrica de automéviles, una esmeri-
ladora automaética prepara ejes con un didmetro fijado de u = 40,125 milimetros
(mm). La maquina tiene una cierta variabilidad, de manera que la desviacion ti-
pica de los didmetros es ¢ = 0,002 mm. El operador de la maquina inspecciona
una muestra de 4 ejes cada hora para hacer un control de calidad y toma nota del
didmetro medio de la muestra. ;Qué valores tomardn la media y la desviacién
tipica de las medias muestrales?

4.51. Llenado de botellas. Una empresa utiliza una maquina para llenar las bote-
llas de un refresco. Se supone que cada botella tiene una capacidad de 300 mili-
litros (ml). En realidad, el contenido de las botellas varia segtin una distribucién
normal de media p = 298 ml y desviacién tipica ¢ = 3 ml
(a) ;Cual es la probabilidad de que una botella contenga menos de 295 ml?
(b) ;Cuaél es la probabilidad de que la media de los contenidos de un paquete
de 6 botellas sea menor que 295 ml?

4.52. Potasio en la sangre. Al médico de Dolores le preocupa que pueda padecer
hipocaliemia (un nivel bajo de potasio en la sangre). Existe una cierta variacion
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tanto en el verdadero nivel de potasio en la sangre como en la prueba que mide
este nivel. La determinacion del nivel de potasio de Dolores varia de acuerdo con
una distribucién normal de y = 3,8 y ¢ = 0,2. Un paciente se diagnostica como
hipocaliémico si su nivel de potasio estd por debajo de 3,5.

(a) Si se hace un solo anélisis, ;cudl es la probabilidad de que se le diagnosti-
que hipocaliemia a Dolores?

(b) Si se hacen 4 andlisis en distintos dias y la media de los analisis se compara
con el nivel de referencia de 3,5, ;cudl es la probabilidad de que se le diagnostique
hipocaliemia a Dolores?

4.53. Accidentes de trafico. El nimero de accidentes de trafico por semana en un
cruce varia con una media de 2,2 accidentes y una desviacién tipica de 1,4 acci-
dentes. El nimero de accidentes en una semana tiene que ser un ntimero entero,
por tanto, la distribucién de la poblacién no es normal.

(a) Sea % la media de los accidentes por semana en el cruce durante un ano
(52 semanas). ;Cuadl es la distribucién aproximada de ¥ de acuerdo con el teorema
del limite central?

(b) ;Cuél es la probabilidad aproximada de que ¥ sea menor que 2?

(c) ;Cual es la probabilidad aproximada de que en un afio haya menos de
100 accidentes en el cruce? (Sugerencia: plantea este suceso en términos de ).

4.54. Contaminacién atmosférica de los automéviles. El nivel de 6xidos de nitro-
geno (NOX) de los gases producidos por un determinado modelo de automoévil
varia con una media de 0,9 gramos por kilémetro (g/km) y una desviacién tipica
de 0,15 g/km. Una empresa tiene 125 automéviles de este modelo en su flota.

(a);Cual es la distribuciéon aproximada del nivel medio de emisiones de NOX
de estos automoviles?

(b) ;Cual es el nivel N tal que la probabilidad de que ¥ sea mayor que N sea
s6lo de 0,017 (Sugerencia: este ejercicio exige hacer el cdlculo normal en direccién
contraria.)

4.55. Jardin de infancia. A los parvulos a veces se les hace pasar la prueba RPMT
(Ravin Progressive Matrices Test) para evaluar su habilidad de aprendizaje. La ex-
periencia de la Escuela Europea indica que los resultados en la prueba RPMT de
sus alumnos de parvulario tienen una media igual a 13,6 y una desviacion tipica
igual a 3,1. La distribucién es aproximadamente normal. La Sra. Ginovart tiene,
este curso, 22 nifios en su clase de parvulos y sospecha que este afio los resultados
de la prueba RPMT de su clase han sido anormalmente bajos debido a que dicha
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prueba se interrumpié por una alarma de incendio. Para comprobar esta sospe-
cha, la Sra. Ginovart quiere hallar el resultado R que tiene una probabilidad de
s6lo 0,05 de que la media de los resultados de 22 nifios sea menor que R cuando se
mantiene la distribucién habitual de la Escuela Europea. ;Cudl es el valor de R?
(Sugerencia: este ejercicio exige hacer el calculo normal en direccién contraria.)

4.5 Gréficos de control

Existen muchas situaciones en las que nuestro objetivo es mantener una varia-
ble constante a lo largo del tiempo. Puedes ir controlando tu peso o tu presién
sanguinea y alterar determinados aspectos de tu vida si observas algiin cambio.
En la industria se examinan los resultados de mediciones regulares hechas du-
rante la produccién y se toman medidas si la calidad se deteriora. La estadistica
juega un papel central en estos casos debido a la presencia de variacién. Todos
los procesos la tienen. Tu peso flucttia dfa a dia; la dimensién critica de un com-
ponente mecdanico varia un poco de articulo a articulo. La variacién ocurre inclu-
so en los productos fabricados con la mayor precisién, debido a pequefios cam-
bios en las materias primas, al ajuste de mdquinas, a la actuacion de operarios e
incluso a pequefios cambios de la temperatura de la planta de fabricacién. Como
siempre hay variaciones, resulta imposible mantener una variable exactamente
constante a lo largo del tiempo. La descripcion estadistica de la estabilidad a lo
largo del tiempo exige que la distribucién de la variacion permanezca estable, no
que no haya variacién de la variable medida.

CONTROL ESTADISTICO

Una variable que se describe siempre con la misma distribucién cuando
se observa a lo largo del tiempo, se dice que esta bajo control estadistico
o simplemente que estd bajo control.

Los graficos de control son instrumentos estadisticos que vigilan un pro-
ceso y que nos alertan cuando éste se altera.

Los graficos de control cuentan con que haya variacién. Su utilidad se basa
en su capacidad para distinguir lo que es la variacion natural de un proceso de
lo que es la variacién adicional que indica que el proceso se ha alterado. Un gra-
fico de control hace sonar una alarma cuando detecta un exceso de variacién. La
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aplicacién mads frecuente de los graficos de control se realiza en el seguimiento de
un proceso industrial. De todas maneras, los mismos métodos se pueden utilizar
para comprobar la estabilidad de variables tan distintas como son los indices de
audiencia de un programa televisivo o el nivel de ozono en la atmésfera. Los gra-
ficos de control combinan descripciones gréaficas y numéricas de los datos con la
utilizacién de las distribuciones muestrales. Por tanto, proporcionan un puente
natural entre el andlisis exploratorio de datos y la inferencia estadistica.

4.5.1 Gréficos de medias

En los graficos de control, la poblacién es el conjunto de todos los articulos que se
obtendrian en un proceso industrial si dichos articulos se fabricaran siempre en
las mismas condiciones. Los articulos realmente fabricados son muestras de esta
poblacion. Generalmente hablamos de un proceso més que de una poblacién. Es-
coge una variable cuantitativa como, por ejemplo, un didmetro o un voltaje, que
sea un indicador importante de la calidad de un articulo. La media del proceso u
es la media después de muchas mediciones de esta variable; y describe el centro
o el objetivo del proceso. La media muestral ¥ de algunos articulos estima y y
nos ayuda a juzgar si el centro del proceso se ha desviado de su valor correcto.
Los graficos de control de uso mds comtn representan las medias de pequefias
muestras tomadas del proceso a intervalos de tiempo regulares.

EJEMPLO 4.15. Fabricacién de pantallas de ordenador

Un fabricante de pantallas de ordenador debe controlar la tensién de la malla de
finos alambres que se extiende detrds de la superficie de la pantalla. Si la tensién
de la red es demasiado alta, se provoca una rotura de la misma, y si es demasiado
baja, la red no se adhiere correctamente a la pantalla. La tensién se mide mediante
un aparato electrénico que da lecturas en milivoltios (mV). La tensién adecuada
es de 275 mV. Siempre hay alguna variacién en el proceso de producciéon. Un
minucioso estudio sefiala que cuando el proceso funciona correctamente, la des-
viacion tipica de las lecturas de tension es ¢ = 43 mV.

El operador mide, cada hora, la tensién de una muestra de 4 pantallas. La
media ¥ de cada muestra estima la tension media y del proceso en el momen-
to del muestreo. La tabla 4.1 recoge los valores observados de ¥ durante 20 horas
de produccién consecutivas. ;Cémo podemos utilizar estos datos para mantener
el proceso bajo control? H
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Tabla 4.1. ¥ de 20 muestras de tamaiio 4.

Muestra 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 269,5 297,0 269,6 283,3 304,8 280,4 233,5 2574 3175 3274
Muestra 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X 264,7 307,7 310,0 343,3 328,1 342,6 338,8 340,1 374,6 336,1

Un grafico temporal nos ayuda a ver si el proceso es estable o no. La figu-
ra 4.13 es un grafico de las sucesivas medias muestrales con relacién al orden
en que fueron tomadas. Debido a que el valor fijado de la media del proceso es
i = 275 mV, dibujamos una linea central a la altura de este valor y a lo largo
de todo el grafico. Las medias de las tltimas muestras se sittian por encima de
esta linea y son, de manera consistente, mayores que las medias de las prime-
ras muestras. Esto sugiere que la media del proceso y puede haberse desplazado
hacia arriba, lejos de su valor objetivo de 275 mV. Pero quizés el cambio de x
refleje la variacion natural del proceso. Necesitamos reexaminar nuestro grafico
mediante algunos calculos.
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Figura 4.13. Gréfico de control de medias para los datos de la tabla 4.1.
Los puntos representados en el grafico con las medias de mediciones
de tensién ¥ de 4 pantallas de ordenador obtenidas cada hora durante
la produccién. La linea continua central y las lineas discontinuas de
control nos ayudan a determinar si el proceso se ha alterado.
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La media muestral ¥ tiene una distribucién muy parecida a una distribucién
normal. No s6lo porque la distribucién de las mediciones de tensioén es aproxi-
madamente normal, sino también porque el efecto del teorema del limite central
garantiza que la distribucién de las medias muestrales estard mds préxima a una
distribucién normal que las mediciones individuales. Debido a que la funcién de
un gréfico de control es la de dispositivo de aviso, no es necesario que nuestros
célculos de probabilidad sean totalmente precisos. Una normalidad aproximada
es suficientemente buena. Con este mismo espiritu, los graficos de control utili-
zan las probabilidades normales aproximadas dadas por la regla del 68-95-99,7,
en vez de los calculos més exactos basados en la tabla A.

Si la desviacion tipica de las pantallas individuales se mantieneen o = 43 mV,
la desviacién tipica de X de 4 pantallas es

o 43
— =—=215mV
Voo V4
Mientras que la media se mantenga en su valor objetivo 1 = 275 mV, el 99,7
de la regla del 68-95-99,7 dice que practicamente todos los valores de X se encuen-

tran entre
o
—-3— = 275-(3)(21,5) =210,5
‘Z/l \/ﬁ ( )( b ) )
o
3— = 275 3)(21,5) = 339,5

Dibujamos los limites de control utilizando lineas discontinuas a la altura de
estos valores en el grafico. Ahora tenemos un grafico de control de medias.

GRAFICO DE CONTROL DE MEDIAS

Para evaluar el control de un proceso con unos valores dados de y y o,
dibuja un grafico de control de medias de la manera siguiente:

e Dibuja las medias ¥ de muestras de tamafio n tomadas de forma
regular a lo largo del tiempo.

e Dibuja la linea central horizontal en y.

e Dibuja los limites de control horizontales en p & 3.

Cualquier ¥ que no se encuentre entre los limites de control constituye
una indicacién de que el proceso estd fuera de control.
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Los cuatro puntos que se han sefialado con un circulo en la figura 4.13 estdn
por encima de la linea de control superior del gréfico de control. El 99,7 de la
regla del 68-95-99,7 dice que la probabilidad de que un punto esté fuera de los
limites de control es s6lo 0,003, si p y ¢ se mantienen en sus valores objetivo.
Estos cuatro puntos constituyen, por tanto, una evidencia clara de que la distri-
bucién de la tensién de las redes ha cambiado. Parece que la media del proceso se
ha desplazado hacia arriba. En la practica, los operarios buscan un fallo en el pro-
ceso tan pronto como detectan el primer punto fuera de control, esto es, después
de la muestra 14. La falta de control podria estar causada por la incorporacién de
un nuevo operario, por la llegada de una nueva partida de redes metdlicas o por-
que se haya estropeado el aparato que genera la tension. Las sefiales de alerta nos
avisan de que ha ocurrido un cambio antes de que se produzca un gran ndmero
de pantallas defectuosas.

Un gréfico de control de medias se suele llamar, simplemente, un grdfico de
medias. Los puntos ¥ que varian entre los limites de control de un grafico de me-
dias muestran la variacion aleatoria que estd presente en un proceso que opera de
forma normal. Los puntos que estdn fuera de control sugieren que alguna fuen-
te adicional de variacion ha alterado la ejecucion estable del proceso. Este tipo
de alteraciones hace mds probables los puntos fuera de control. Por ejemplo, si la
media del proceso y del ejemplo 4.15 varfa de 275 mV a 339,5 mV (que es el valor
de la linea de control superior), la probabilidad de que el siguiente punto se sitte
por encima del limite de control superior pasa de 0,0015 a 0,5.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.56. Calibracién de termostatos. Un fabricante de aparatos de aire acondiciona-
do para automéviles verifica el funcionamiento correcto de una muestra de 4 ter-
mostatos cada hora de produccién. Los termostatos se ajustan a 23 °C y luego se
colocan en una cdmara donde la temperatura aumenta gradualmente. El operario
anota la temperatura a la que el termostato pone en marcha el aire acondicionado.
El objetivo de la media del proceso es u = 23 °C. La experiencia anterior indica
que la temperatura de respuesta de los termostatos debidamente ajustados varia
con ¢ = 0,4 °C. La media de las temperaturas de respuesta ¥ de las muestras
obtenidas cada hora se dibuja en un grafico de control de medias. Dibuja la linea
central y los limites de control para este gréfico.

Gridfico de
medias
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4.57. Amplitud de ranuras. La amplitud de las ranuras que produce una pulidora
es muy importante para el correcto funcionamiento del sistema hidraulico de un
avion.

Un fabricante de estos sistemas hidrdulicos controla el proceso de pulido mi-
diendo una muestra de 5 piezas consecutivas cada hora de produccion. La am-
plitud media de la ranura de cada muestra se dibuja en un gréfico de control de
medias. La amplitud objetivo de la ranura es y = 22,225 mm. Cuando la pulido-
ra estd debidamente ajustada deberia producir ranuras con una amplitud media
igual al valor objetivo y con una desviacién tipica ¢ = 0,03 mm.

(Qué linea central y qué limites de control deberias dibujar en el gréfico de
medias?

4.5.2 Control estadistico de procesos

El objetivo de un grafico de control no es garantizar una buena calidad inspeccio-
nando muchos de los articulos producidos. Los graficos de control se concentran
en el propio proceso productivo méds que en los articulos producidos. Controlan-
do el proceso de fabricacién a intervalos de tiempo regulares podemos detectar
las alteraciones y rectificar antes de que sean importantes. El control estadistico
de procesos consiste precisamente en esto. Es mucho mds barato controlar la ca-
lidad de un proceso de fabricacién, que inspeccionar todos los articulos produci-
dos. Pequefias muestras de 4 o 5 articulos son, normalmente, adecuadas para el
control de procesos.

Un proceso que estd bajo control es estable a lo largo del tiempo. De todas
formas, la estabilidad, por si misma, no nos garantiza una buena calidad. La va-
riacién natural de un proceso puede ser tan elevada que muchos de los articu-
los producidos sean defectuosos. Aunque siempre existe este riesgo, el control de
un proceso proporciona ventajas.

e Para poder valorar si la calidad del proceso es satisfactoria, tenemos que
observar una ejecucion del proceso bajo control libre de interrupciones y
otras alteraciones.

e Un proceso bajo control es predecible. Podemos predecir tanto la calidad
como la cantidad de los articulos producidos.

e Cuando un proceso esta bajo control, podemos ver facilmente los efectos
de intentar mejorar el proceso, puesto que no quedan enmascarados por
la variacion impredecible que caracteriza la falta de control estadistico.
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Un proceso bajo control hace las cosas tan bien como puede. Si el proceso no
es capaz de producir la calidad adecuada, incluso cuando no hay alteraciones,
debemos introducir algunas modificaciones importantes en el proceso como, por
ejemplo, la instalacién de nuevas mdquinas o la mejora de la formacién de los
operarios.

4.5.3 Utilizacién de grificos de control

El fundamento de los graficos de medias es la distribucion de la media muestral x.
Partimos de la suposicién de que cada punto procede de una muestra aleatoria
simple de la poblacién de interés. Es frecuente que los 4 o 5 articulos de la muestra
sean una muestra aleatoria simple obtenida a partir de los articulos producidos
durante una hora. Los articulos producidos durante esta hora son la poblacion.
De todas formas, es mds frecuente tomar muestras formadas por 4 o 5 articulos
que se han producido de forma consecutiva. En tal caso, la poblacién sélo existe
en nuestro pensamiento. Estd formada por todos los articulos producidos mien-
tras dura el plan de muestreo. El grafico de control sigue el estado del proceso
a intervalos regulares de tiempo con el objetivo de detectar si tiene lugar algin
cambio.

La decisién de cudndo se muestrea es una parte importante de la préctica del
control de procesos. Walter Shewhart, el inventor del control estadistico de pro-
cesos, utilizaba el término subgrupo racional en lugar de “muestra”. Shewhart
queria enfatizar que los graficos de control dependen de cémo se haga el mues-
treo. Situar en un gréfico las ¥ de muestras aleatorias simples obtenidas cada hora
de produccién controla resultados de medias de cada hora. Dentro de cada ho-
ra pueden hacer muchas variaciones; sin embargo, nuestro grafico de control no
las detectard siempre que las medias de cada hora se mantengan estables. Por
otro lado, un grafico de medias basado en muestras formadas por 4 o 5 articu-
los consecutivos obtenidos de forma regular indicara si la media “instantanea”
cambia a lo largo del tiempo. No existe una sola manera correcta de muestrear
—depende de la naturaleza del proceso que se intenta mantener estable—.

La sefial basica de falta de control en un grafico de medias es la aparicién de
un punto mads alld de los limites de control. De todas formas, en la préctica, se
utilizan también otras sefiales. En particular, una sefial compuesta se combina casi
siempre con la sefial basica proporcionada por un punto fuera de control.

Subgrupo
racional
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SENALES DE FALTA DE CONTROL

Las sefales que se utilizan mas comtinmente para indicar falta de control
en un grafico de medias son

e Un punto fuera de los limites de control.
e Unasefial compuesta de 9 puntos consecutivos situados a un mis-
mo lado de una linea central.

Empieza una investigacién de las causas de falta de control tan pronto
como el gréfico de control muestre cualquiera de las dos sefiales.

Es poco probable que se produzcan nueve puntos consecutivos situados a un
mismo lado de la linea central, a no ser que la media del proceso se haya despla-
zado del valor objetivo. Piensa en el lanzamiento de una moneda al aire nueve
veces y constata que es poco probable que se produzcan de forma consecutiva
nueve caras o nueve cruces. La sefial compuesta, a menudo, indica un cambio
gradual de la media del proceso antes de que se produzca un punto fuera de
los limites de control, mientras que un punto fuera de esos limites suele indicar
con mayor rapidez un cambio repentino de la media del proceso. Las dos sefiales
juntas forman un buen equipo. En el grafico de medias de la figura 4.13, la se-
fal compuesta no da una indicacion de falta de control hasta la muestra 20. La
sefial basica de falta de control ya nos alerta en la muestra 14.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.58. Elaboracién de pastillas. Una empresa farmacéutica elabora pastillas pren-
sando conjuntamente un componente activo y varias materias inertes. Los ope-
rarios miden la dureza de una muestra de cada lote de pastillas con el fin de
controlar el proceso de prensado. Los valores objetivo de dureza son y = 11,5y
o = 0,2. La tabla 4.2 da tres conjuntos de datos, que representan la ¥ de 20 mues-
tras sucesivas de n = 4 pastillas. Un conjunto de datos permanece bajo control en
el valor objetivo. En un segundo conjunto de datos la media del proceso p cam-
bia de repente hacia un nuevo valor. En un tercer conjunto de datos, la media del
proceso se desplaza gradualmente.
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Tabla 4.2. Tres conjuntos de ¥ obtenidos de 20 muestras de tamafio 4.

Muestra Conjunto de datos A Conjunto de datos B Conjunto de datos C
1 11.602 11.627 11.495
2 11.547 11.613 11.475
3 11.312 11.493 11.465
4 11.449 11.602 11.497
5 11.401 11.360 11.573
6 11.608 11.374 11.563
7 11.471 11.592 11.321
8 11.453 11.458 11.533
9 11.446 11.552 11.486

10 11.522 11.463 11.502
11 11.664 11.383 11.534
12 11.823 11.715 11.624
13 11.629 11.485 11.629
14 11.602 11.509 11.575
15 11.756 11.429 11.730
16 11.707 11.477 11.680
17 11.612 11.570 11.729
18 11.628 11.623 11.704
19 11.603 11.472 12.052
20 11.816 11.531 11.905

(a) ;Cuadles son la linea central y los limites de control de un grafico de medias
de la dureza?

(b) Dibuja un gréfico de medias para cada uno de los tres conjuntos de datos.
Senala cualquier punto que esté mads alla de los limites de control. Comprueba,
también, si hay 9 puntos consecutivos por encima o por debajo de la linea central
y sefiala el noveno punto de cualquier sefial compuesta de falta de control de
nueve puntos.

(c) Basdndote en tu resultado en (b) y en el aspecto de los gréficos de control,
(qué conjunto de datos procede de un proceso que esté bajo control? ;En qué
conjunto de datos la media del proceso cambia repentinamente y en qué muestra
crees que cambia la media? Finalmente, jen qué conjunto de datos la media se
desplaza gradualmente?

4.5.4 El mundo real: grificos de medias y desviaciones

En la practica, raramente conocemos la media y y la desviacién tipica o de un
proceso. Por tanto, debemos basar el cdlculo de los limites de control en estima-
ciones de y y ¢ a partir de muestras anteriores. Esto funciona sélo si el proceso
estaba bajo control cuando se tomaron las muestras.
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Es mds, sabemos que la descripciéon de una distribucién exige una medida
de centro y una medida de dispersién. No es suficiente controlar la media objeti-
vo de un proceso. También debemos controlar su variabilidad. En la préctica, los
graficos de medias se acompafan siempre por otro gréfico de control que sigue la
variabilidad a corto plazo del proceso. Lo més frecuente, es utilizar un grafico de
desviaciones tipicas. Tal como sugiere el nombre, un grafico de desviaciones tipi-
cas es un grafico que muestra la evolucién de las desviaciones tipicas muestrales
a lo largo del tiempo.

La complejidad del mundo real no modifica la l6gica de los graficos de con-
trol, sin embargo complica los detalles. Vamos a verlo:

1. Todos los graficos de control utilizan una linea central horizontal situada
a nivel de la media del estadistico que se dibuja y las lineas horizontales
de control situadas a tres desviaciones tipicas por encima y por debajo de
la linea central. Lo hacemos de esta manera incluso si representamos gra-
ficamente (como por ejemplo la desviacién tipica muestral) que no tiene
una distribucién normal.

2. En general tenemos que estimar la media y la desviacién tipica a partir
de datos anteriores. Existen tablas que contienen las llamadas constan-
tes de graficos de control. Estas constantes nos permiten situar las lineas
centrales y de control.

GRAFICOS DE CONTROL DE MEDIAS Y DESVIACIONES TiPICAS

Para evaluar el control de un proceso tomando como referencia muestras
anteriores de un proceso, calcula la media ¥ y la desviacién tipica s de
cada una de estas muestras. Toma ¥ como la media de las ¥, y 5 como la
media de las s.

El gréfico de medias muestra la evolucién de las X a lo largo del tiempo en
un gréfico en el que la linea central es ¥ y los limites de control son ¥ & A3.

El grafico de desviaciones tipicas muestra la evolucién de las s a lo largo
del tiempo, en un grafico en el que la linea central es 5 y los limites de
control son 5 £ B5.

Las constantes del grafico de control A y B dependen del tamafio de las
muestras. Sus valores se muestran en la tabla 4.3.
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Tabla 4.3. Constantes de graficos de control.

Tamafio de la muestra 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 2,659 1,954 1,628 1,427 10287 1,182 1,099 1,032 0,975
B 2,267 1,568 1,266 1,089 0,970 0,882 0,815 0,761 0,716

EJEMPLO 4.16. Rugosidad de superficies

La rugosidad de las superficies de las piezas de metal después del escariado es un
importante factor de calidad de las mismas. Unos operarios determinan, a inter-
valos regulares de tiempo, la rugosidad de diversas muestras de 5 piezas produci-
das de forma consecutiva. La tabla 4.4 proporciona las medias ¥ y las desviaciones
tipicas s de las dltimas 20 muestras. (Datos de Stephen B. Vardeman y J. Marcus
Jobe, Statistical Quality Assurance Methods for Engineers, Wiley, New York, 1999.
Este libro es una magnifica fuente de informacién sobre el control estadistico de
procesos.)
Calcula a partir de las tabla 4.4 las medias que necesitamos

1 34,6 + 46,8 + - -- +21,0) = 32,1
20

1
§ = 2—0(3,44- 8,8+---1,0) = 3,76
Siempre dibuja en primer lugar el grafico de desviaciones tipicas. La figu-
ra 4.14 muestra la evolucién de las s de las muestras a lo largo del tiempo. La
linea central es 5 = 3,76. Las lineas de control se calculan a partir de la constante
de graficos de control B = 1,089 de muestras de tamafo 5 de la tabla 4.3. Los
limites de control son

520
H-
ool
921
I

3,76 & (1,089)(3,76)
= 3,76 £4,09
= —033y785
Como ocurre con frecuencia, cuando los datos muestran mucha variacion,
el limite de control inferior del gréafico de control de desviaciones tipicas es ne-

gativo. Como s nunca puede ser negativo, ignoramos el limite inferior y en la
figura 4.14, solamente dibujamos el limite superior.
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Tabla 4.4. Rugosidad de superficies de piezas de metal, 20 muestras de 5 piezas cada muestra.

Muestra 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Media 34,6 46,8 32,6 42,6 26,6 296 33,6 28,2 258 32,6
Desviacién tipica 3,4 8,8 4,6 2,7 2,4 0,9 6,0 2,5 3,2 7,5
Muestra 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Media 34,0 348 362 274 272 328 31,0 33,8 30,8 21,0
Desviacion tipica 9,1 1,9 1,3 9,6 1,3 2,2 2,5 2,7 1,6 1,0

La linea central del grafico de medias es ¥ = 32,1. Los limites de control son

T+ A5 = 32,1+ (1,427)(3,76)

32,1+ 537
= 26,73y 37,47

La figura 4.15 muestra el gréfico de control de medias. W

Para interpretar los graficos de medias y de desviaciones tipicas, procede de
la manera siguiente. En primer lugar fijate en el grafico de desviaciones tipicas.
Este grafico nos informa sobre si la variaciéon del proceso durante el lapso de
tiempo de cada muestra se mantiene estable. La figura 4.14 muestra una gran
variacion de s de muestra a muestra. Tres muestras estan fuera de control. Si el
gréfico de desviaciones tipicas no esta bajo control, detén el proceso y analiza las
causas. Quiza se ha aflojado alguna pieza de la linea de produccion.

El grafico de medias nos informa sobre si el proceso se mantiene estable du-
rante los lapsos de tiempo entre muestreos. Como 5 determina los limites de con-
trol de un gréfico de medias, no puedes confiar en este grafico cuando s esté
fuera de control. Sin embargo, un vistazo a la figura 4.15 es ttil. Examinando el
grafico de medias, parece que existe una tendencia a la disminucién de las me-
dias de rugosidad. Dos de las primeras muestras estdn fuera de control, estdn
mas all4 del limite de control superior. La tiltima muestra queda maés all4 de la li-
nea de control inferior. Si hallamos y solucionamos la causa de falta de control de
las desviaciones tipicas, cabe esperar que la préximas muestras tendran § meno-
res. Si las § son menores, la anchura de los limites de control del gréfico de medias
serd menor. La distribucién de puntos en el grafico de medias sugiere que existe
alguna causa de perturbacién del proceso distinta de la causa que altera el gréfico
de desviaciones tipicas. Por tanto, después de controlar el grafico de desviaciones
tipicas, tendremos que seguir investigando.
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Figura 4.14. Gréfico de control de desviaciones tipicas para
los datos de rugosidad de la tabla 4.4. Los limites de control
5+ B3 se calculan a partir de los datos.
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Figura 4.15. Gréfico de control de medias para los datos de

rugosidad de la tabla 4.4. Los limites de control ¥ & A3 se
calculan a partir de los datos.
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

4.59. Rendimiento de acciones calientes. El rendimiento de una accién varia de
mes a mes. Podemos utilizar un gréfico de control para ver si la variacién se man-
tiene estable a lo largo del tiempo o si por el contrario existen periodos de tiempo
en el que las acciones son inusualmente volétiles en comparacién con su compor-
tamiento a largo plazo. Tenemos datos de los rendimientos mensuales (expresa-
dos como porcentajes) de las acciones de Wal-Mart durante los primeros afios de
rapido crecimiento de la empresa, de 1973 a 1991. Considera estas 228 observa-
ciones como 38 subgrupos de 6 meses consecutivos cada uno de ellos. La tabla 4.5
proporciona las medias ¥ y las desviaciones tipicas s de estas 38 muestras de ta-
mafio 1 = 6.

Tabla 4.5. Comportamiento de las acciones de Wal-Mart durante 38 periodos de 6 meses.

Periodo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Media -11,78 1,68 7,88 -11,01 19,72 1,66 1,13 2,70 —0,60 5,91
Desviacién tipica 14,69 31,53 19,28 7,13 27,50 9,44 8,56 12,64 10,02 4,79
Periodo 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Media 2,95 0,06 1,88 6,46 2,25 8,05 4,10 2,08 4,02 11,36
Desviacién tipica 10,87 9,80 2,57 15,72 10,68 4,99 6,49 5,90 7,87 6,50
Periodo 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Media 8,13 0,12 1,30 -1,27 6,59 3,01 8,68 —1,52 6,64 —3,20
Desviacion tipica 8,61 593 8,57 5,02 8,13 9,32 7,04 7,72 6,43 15,08
Periodo 31 32 33 34 35 36 37 38

Media 2,92 0,63 3,49 2,94 586 —0,25 6,02 5,87

Desviacién tipica 501 6,59 5,72 598 6,52 7,27 3,60 9,60

(a) Halla la media & de las 38 ¥ y la media de las 38 s.

(b) Utiliza la constante de gréfico de control B de la tabla 4.3 para hallar los li-
mites de control del gréfico de desviaciones tipicas a partir de estos datos. Dibuja
un gréfico de desviaciones tipicas. Durante los 19 afios estudiados, ¢la variacién
de los rendimientos de las acciones de Wal-Mart, se mantiene estable? Durante
este periodo, jse observa alguna tendencia en los valores de s?

(o) Utiliza la constante de grafico de control A de la tabla 4.3 para hallar los
limites de control del grafico de medias a partir de estos datos. A partir del exa-
men del grafico de desviaciones tipicas, explica por qué los limites de control del
grafico de medias son tan amplios que resultan de poca utilidad.
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RESUMEN DE LA SECCION 4.5

Un proceso que se ejecuta a lo largo del tiempo esta bajo control si cualquier va-
riable medida durante el proceso tiene siempre la misma distribucién. Un proceso
que esta bajo control opera bajo condiciones estables.

Un grafico de control de medias es un grafico de las medias muestrales en
relacién al momento de obtencién de las muestras, con una linea central, de trazo
continuo, situada en el valor objetivo de la media y del proceso y unos limites
de control, de trazo discontinuo, situados en u + 3%. Un gréfico de medias nos
ayuda a decidir si un proceso con media y y desviacion tipica o estd bajo control.

La probabilidad de que un punto esté situado fuera de los limites de con-
trol en un grafico de medias es 0,003 si el proceso estd bajo control. Este tipo
de puntos constituye una indicacién de que el proceso estd fuera de control.
Es decir, que algo ha alterado la distribucién del proceso. La causa del cambio
tiene que ser investigada.

Hay otras sefiales de uso comun que sugieren falta de control, tales como una
sefial compuesta de 9 puntos consecutivos situados a un mismo lado de la linea
central.

El objetivo del control estadistico de procesos mediante la utilizacién de gra-
ficos de control es seguir un proceso de manera que cualquier cambio pueda ser
detectado y corregido rdpidamente. Es un método econémico para mantener una
buena calidad del producto.

En la préctica, los graficos de control se deben basar en informacién anterior
del proceso. Es frecuente hacer graficos de medias y desviaciones tipicas. Los
limites de control de estos gréficos tienen la forma “media 4 3 desviaciones tipi-
cas”. Para situar los limites de control utilizamos tablas que contienen los valores
de las constantes de graficos de control.

EJERCICIOS DE LA SECCION 4.5

4.60. Tapones con rosca. En un proceso industrial se produce tapones de plastico
con rosca para latas de aceite para motores. La resistencia de un tapén debida-
mente fabricado (la torsién que romperia el tapén cuando se enroscara con fuer-
za) tiene una distribucién normal con una media de 12 kg-cm y una desviacién
tipica de 1,4 kg-cm. Sigue el proceso de fabricacién, determinando la resisten-
cia de una muestra de 6 tapones cada 20 minutos. Mide la resistencia a la rotura
de los tapones de la muestra y dibuja un grafico de medias. Halla la linea central
y los limites de control para este grafico de medias.
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4.61. Mas sobre tapones de rosca. Supén que no conoces la distribucién de la
resistencia de los tapones del ejercicio anterior. Sin embargo, sup6n que en el pa-
sado el proceso ha estado bajo control y que para muestras de tamafio 6 tenemos
x=10y5=1.2.

(a) A partir de esta informacién, halla la linea central y los limites de control
del grafico de medias.

(b) La media y la desviacion tipica estimadas a partir de datos anteriores son
las mismas que la media y la desviacién tipica dadas en el ejercicio anterior. Los
limites de control calculados a partir de datos anteriores son mas amplios. Razo-
na por qué ocurre de esta manera.

4.62. Cojinetes. El didmetro interior de un cojinete en un motor eléctrico tiene que
medir 2,205 cm. La experiencia indica que cuando el proceso de fabricacién se
ajusta adecuadamente, produce piezas con una media de 2,205 cm y una desvia-
cion tipica de 0,001 cm. Cada hora se mide una muestra de 5 piezas consecutivas.
Las medias de las muestras ¥ de las tltimas 12 horas son

Hora 1 2 3 4 5 6
X 2,2047 2,2047 2,2050 2,2049 2,2053 2,2043
s 0,0022 0,0012 0,0013 0,0005 0,0009 0,0004
Hora 7 8 9 10 11 12
x 2,2036 2,2042 2,2038 2,2045 2,2026 2,2040
s 0,0011 0,0008 0,0008 0,0006 0,0008 0,0009

Dibuja un gréfico de control de medias del didmetro interior de los cojinetes
utilizando los valores dados de p y ¢. Utilizamos las sefiales basica y compuesta
para valorar el control del proceso. ;En qué punto deberian haberse tomado me-
didas para corregir el proceso?

4.63. Control de procesos. En la practica, no conocemos los valores de y y de ¢
dados en el ejercicio anterior. Utiliza los datos de las tultimas 12 horas para esti-
mar y a partir de X y ¢ a partir de 5. Dibuja los graficos de control de medias y
desviaciones tipicas a partir de los datos anteriores. El gréfico de control de des-
viaciones tipicas, jestd bajo control? ;Qué conclusiones sacas del grafico de con-
trol de medias?

4.64. Mas sobre cojinetes. Un directivo que no sabe estadistica te pregunta: “;Qué
significa que el proceso estéd bajo control? Estar bajo control, ;significa que la cali-
dad de nuestros productos es buena?” Contesta a estas preguntas en un lenguaje
sencillo de manera que el directivo pueda comprenderte.



Distribuciones muestrales y probabilidad (c.4) / 333

4.65. Aislantes ceramicos. Los aislantes cerdmicos se cuecen en lotes en grandes
hornos. Después de la coccién, el operador del proceso escoge al azar 3 aislantes
de cada lote, determina su resistencia y dibuja la media de la resistencia de cada
muestra en un gréfico de control. Las instrucciones exigen una media de resis-
tencia de, al menos, 0,7 kg/ cm?. La experiencia indica que si la cerdmica se ha
formado y cocido adecuadamente, la desviacién tipica de la resistencia a la ro-
tura es aproximadamente de 0,08 kg/cm?. He aqui las medias muestrales de los
altimos 15 lotes.

Lote 1 2 3 4 5 6 7 8
x 091 0,80 0,82 0092 0,89 0,82 081 0,88
s 1,29 1,60 0,65 1,97 1,07 0,75 1,19 1,16
Lote 9 10 11 12 13 14 15
X 0,79 0,84 0,76 0,87 0,53 092 0,85
s 0,92 1,27 1,33 0,84 0,60 1,65 046

(a) Dibuja el gréfico de desviaciones tipicas a partir de estos datos. La varia-
cién dentro de los muestreos, ;esta bajo control?

(b) Un proceso con una media de resistencia a la rotura superior a 0,7 kg /cm?
es aceptable; por tanto, los puntos fuera de control en la parte alta no necesitan
una accién correctiva. Teniendo esto presente, utiliza la sefial basica de un punto
fuera de control y la sefial compuesta de 9 puntos para evaluar el control del
proceso y recomendar las acciones oportunas.

REPASO DEL CAPITULO 4

Este capitulo presenta los fundamentos del estudio de la inferencia estadistica. Es-
ta utiliza datos para sacar conclusiones sobre la poblacién o sobre el proceso del
que proceden los datos. Lo que es especial en la inferencia es que las conclu-
siones van acompafiadas de una afirmacioén, en el lenguaje de la probabilidad,
sobre su fiabilidad. Dicha afirmacién expresa una probabilidad que responde a
la pregunta: “;Qué ocurriria si utilizara este método muchisimas veces?”. Las
probabilidades que necesitamos proceden de las distribuciones muestrales de los
estadisticos.

Las distribuciones muestrales son la clave para comprender la inferencia esta-
distica. La figura que se muestra a continuacién resume las principales caracteris-
ticas de la distribucién muestral de X de manera que nos recuerda la gran idea de
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Distribucién aproximada de

Muestra aleatoria simple de tamario n

Poblacion

Muestra aleatoria simple de tamarfio n

Media u

Muestra aleatoria simple de tamario n

Desv. tipica o

<—— Valoresdex ———»

la distribucién muestral. Sigue obteniendo muestras aleatorias de tamarfio n de
una poblaciéon de media p. Halla la media muestral ¥ de cada muestra. Represen-
ta la distribucién de las . Tenemos la distribucién de ¥. Cuando avancemos en el
estudio de la inferencia, procura mantener esta figura en tu memoria.

Para facilitar el trabajo con distribuciones muestrales, utilizamos el lengua-
je de la probabilidad. La probabilidad, la parte de las matematicas que estudia
los fenémenos aleatorios, es importante en muchos campos de estudio. En este
libro la utilizamos para sentar las bases de la inferencia estadistica. Debido a que
las muestras aleatorias y los experimentos comparativos aleatorizados utilizan el
azar, sus resultados varian de acuerdo con las leyes de la probabilidad. A conti-
nuacién presentamos una lista resumen de aquello que tienes que ser capaz de
hacer después de estudiar este capitulo.
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PROBABILIDAD

Reconocer que algunos fendmenos son aleatorios. La probabilidad describe el
orden que aparece después de muchas repeticiones de un fenémeno aleatorio.
Comprender que la probabilidad de un suceso es la proporcién de veces que
éste ocurre después de muchas repeticiones. Cuando pienses en probabili-
dades, tienes que pensar que una probabilidad es una proporciéon que aparece
después de muchas repeticiones.

Utilizar las propiedades bésicas de la probabilidad para detectar asignaciones
erréneas de probabilidad. Cualquier probabilidad tiene que ser un ndmero
entre 0 y 1. La probabilidad de todos los resultados posibles de un fenémeno,
considerados globalmente, tiene que ser 1.

Utilizar las propiedades bésicas de la probabilidad para hallar las probabili-
dades de sucesos que estdn formados por otros sucesos: la probabilidad de
que no ocurra un suceso es 1 menos la probabilidad de que si ocurra. Si dos
sucesos son disjuntos, la probabilidad de que ocurra uno u otro es la suma de
sus probabilidades individuales.

Hallar las probabilidades de sucesos de un espacio muestral finito sumando
las probabilidades de los resultados que lo componen. Hallar las probabilida-
des de sucesos como &reas por debajo de una curva de densidad.

Expresar los fendmenos aleatorios utilizando la notacién de las variables alea-
torias, como por ejemplo P(x < 4) = 0,3. Ser capaz de entender este tipo de
notacion.

. DISTRIBUCIONES MUESTRALES

Identificar los pardmetros y los estadisticos de una muestra o de un experi-
mento.

Reconocer la existencia de la variabilidad estadistica: un estadistico tomara
valores distintos cuando repitas un muestreo o un experimento.

Interpretar la distribucién de un estadistico como una descripcién de los valo-
res tomados por el estadistico en todas las repeticiones posibles de una mues-
tra o de un experimento bajo las mismas condiciones.

Interpretar la distribucién de un estadistico describiendo las probabilidades
de sus resultados posibles.
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C. DISTRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL

1. Identificar cudndo un problema implica a la media muestral ¥ de una mues-
tra. Comprender que X estima la media p de una poblacion de la que se obtu-
vo la muestra.

2. Utilizar la ley de los grandes ntiimeros para describir el comportamiento de ¥
cuando aumenta el tamafio de la muestra.

3. Hallar la media y la desviacién tipica de una media muestral ¥ de una mues-
tra aleatoria simple de tamafio # cuando la media y y la desviacién tipica o
de la poblacién son conocidas.

4. Comprender que ¥ es un estimador insesgado de y y que la variabilidad de
X con relacién a y se hace menor segiin aumenta el tamafio de la muestra.

5. Comprender que X tiene aproximadamente una distribucién normal cuando
la muestra es grande (teorema del limite central). Utilizar esta distribucion
normal para calcular las probabilidades relacionadas con *.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 4

4.66. La media de la altura de una muestra aleatoria de estudiantes universitarias
espafiolas es de 167 cm. Este valor es mayor que la media de 164 cm de las espa-
fiolas adultas. Los ntimeros en negrita, ;son pardmetros o estadisticos?

4.67. Una muestra de estudiantes estadounidenses de secundaria de menos de
13 afios, realizé el examen de Matematicas de la prueba SAT, que es una prueba
de acceso a la universidad. La nota media de las chicas de la muestra fue de 386,
mientras que la de los chicos fue de 416. Los ntimeros en negrita, ;son parametros
o estadisticos?

4.68. Si un dado esta bien construido, es razonable asignar una probabilidad de
a cada una de sus seis caras. Cuando se lanza el dado, ;cuél es la probabilidad de
sacar un valor inferior a 3?

4.69. A alguno de los tres empleados de un gabinete de abogados, Garcia, Fer-
nandez y Rodriguez, se le ofrecerd la oportunidad de participar como socio en
el negocio. Garcia cree que tiene una probabilidad de 0,25 de ser él el escogido,
mientras que atribuye una probabilidad de promocién a Ferndndez de 0,2. ;Qué
probabilidad asigna Garcia al suceso de que sea Rodriguez el escogido?
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4.70. Prediccién del campeén de la liga ACB. Cuando a Epi (antiguo jugador de
baloncesto del F.C. Barcelona) se le pidié que dijera quien seria el campedn de la
liga ACB contest6 de la siguiente manera: “ El F.C. Barcelona tiene el doble de
probabilidades de ganar la liga que el Juventud de Badalona. Estudiantes y Real
Madrid, tienen ambos una probabilidad de 0,1 de ganar la Liga. Sin embargo, la
probabilidad de ganar la liga del Juventud de Badalona es el doble de este valor.
Ningtin otro equipo tiene posibilidades de ganar la liga”. La asignaciéon de pro-
babilidades de Epi, jes correcta? Justifica tu respuesta.

4.71. ;Hasta qué curso llegan los estudiantes? En EE UU, un estudio educativo
siguié a un gran nmero de nifos de 4° curso para ver hasta qué curso llegaban.
Sea X el curso mds alto al que llega un alumno de cuarto escogido aleatoriamente.
(Los alumnos que contintian sus estudios en la universidad se incluyen en el
resultado X = 12.) El estudio hall6 esta distribucién probabilistica de X:

Curso 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Probabilidad | 0,010 0,007 0,007 0,013 0,032 0,068 0,070 0,041 0,752

(a) ;Qué porcentaje de alumnos de 4° llegaron al 12° curso?

(b) Comprueba que esta asignacién de probabilidades es correcta.

(c) Halla P(X > 6). (El suceso “X > 6” incluye el valor 6.)

(d) Halla P(X > 6).

(e) ;Qué valores de X constituyen el suceso “los alumnos completaron al me-
nos un curso de ensenanza secundaria”? (La ensefianza secundaria empieza en el
9° curso.) ;Cuadl es la probabilidad de este suceso?

4.72. Clasificacién de las ocupaciones. Escoge al azar a un trabajador europeo y
clasifica su ocupacién de acuerdo con las siguientes categorias.

Gestién y profesionales

Técnicos, ventas y soporte administrativo
Operarios

Obreros especializados, mecénicos y artesanos
Obreros sin especializacion

Agricultura y pesca

mm g O W >
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La siguiente tabla proporciona la probabilidad de que un trabajador europeo
escogido al azar pertenezca a una de las 12 clases resultantes de cruzar sexo y
ocupacion.

Clase A B C D E F

Hombre 0,14 0,11 006 0,11 0,12 0,03
Mujer 0,09 0,20 0,08 0,01 0,04 0,01

(a) Comprueba que la asignacién de probabilidades cumple las leyes de la
probabilidad.

(b) ;Cuél es la probabilidad de que un trabajador sea mujer?

(c) ¢Cual es la probabilidad de que la actividad de un trabajador no sea ni la
agricultura ni la pesca?

(d) Las clases D y E incluyen la mayoria de trabajos de obreros y mecénicos.
¢Cudl es la probabilidad de que un trabajador pertenezca a una de estas clases?

(e) ;Cuaél es la probabilidad de que un trabajador no pertenezca ni a la clase D
nialaE?

4.73. Prueba de inteligencia. La prueba Wechsler Adult Intelligence Scale (WAIS)
es una prueba de inteligencia utilizada habitualmente para medir la inteligencia
de adultos. La distribucién de los resultados de la prueba WAIS para personas
mayores de 16 afios es aproximadamente normal con media 100 y desviacién
tipica 15.

(@) ;Cudl es la probabilidad de que un individuo escogido al azar obtenga
una puntuacién mayor o igual a 105 en la prueba WAIS?

(b) ;Cuales son la media y la desviacion tipica de la media de los resultados
en la prueba WAIS de una muestra aleatoria simple de 60 personas?

(c) ¢Cuadl es la probabilidad de que la puntuacién media en la prueba WAIS
de una muestra aleatoria simple de 60 personas sea como minimo 105?

(d) Los resultados de tus respuestas en (a), (b) o (c), ¢serfan distintas si la dis-
tribucién de la puntuacién WAIS, en la poblacién de adultos, fuera claramente no
normal?

4.74. Peso de huevos. El peso de los huevos producidos por cierta raza de gallinas
se distribuye normalmente con una media de 65 gramos (g) y una desviacion
tipica de 5 g. Imaginate las cajas con este tipo de huevos como muestras aleatorias
simples de tamafio 12 extraidas de la poblacién de todos los huevos. ;Cuél es la
probabilidad de que el peso de una caja se sittie entre 750 g y 825 g?
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4.75. ;Cuéntos ocupantes por automévil? Un estudio sobre el trafico de Madrid
durante las horas punta hace un recuento del nimero de ocupantes de cada auto-
movil que entra en una autopista por un acceso suburbano. Supén que el niimero
de ocupantes de los automéviles que entran por este acceso durante las horas
punta tiene una media de 1,5 y una desviacion tipica de 0,75 cuando se conside-
ran todos los automéviles que utilizan este acceso durante las horas punta.

(a) La distribucion exacta de este recuento, ;podria ser normal? ;Por qué si o
por qué no?

(b) Los ingenieros del servicio de tréfico estiman que la capacidad del acce-
so es de 700 automoéviles por hora. De acuerdo con el teorema del limite central,
(cudl es la distribucién aproximada del niimero medio de personas ¥ de 700 auto-
moviles seleccionados aleatoriamente en este acceso?

(c) ¢(Cuaél es la probabilidad de que 700 automéviles lleven a més de 1.075 per-
sonas? (Sugerencia: expresa este suceso en términos del ntimero medio de perso-
nas por coche.)

4.76. Circuitos integrados. Un paso importante en la fabricacién de chips de cir-
cuitos integrados es de las lineas que conducen la corriente entre los componentes
del chip. Durante el proceso de fabricacion se controla la amplitud de grabado de
las lineas de corriente. La amplitud de grabado objetivo es de 2,0 micrémetros
(um). Datos anteriores indican que la variacién de la amplitud de las lineas de
grabado tiene una distribucién normal con una media de 1,829 ym y una desvia-
cién tipica de 0,1516 ym.

(a) Un intervalo aceptable de amplitud de las lineas es 2,0 & 0,2 ym. ;Qué
porcentaje de los chips tiene una amplitud de grabado de las lineas fuera de este
intervalo?

(b) ;Cuales son los limites de control de un grafico de medias para la ampli-
tud de grabado de las lineas si se miden 5 unidades en cada muestra a intervalos
regulares de tiempo durante la produccién? (Utiliza el valor objetivo de 2,0 como
tu linea central.)

4.77. Limites de control. Los limites de control de un gréfico de medias descri-
ben el intervalo de la variacién normal de las medias muestrales. No confundas
este intervalo con el de los valores que toman los articulos individuales. El ejem-
plo 4.15 describe mediciones de tensién en pantallas de ordenador, que varian
con una media y = 275 y una desviacion tipica ¢ = 43. Los limites de control,
entre los que estd el 99,7% de las ¥ de las muestras de tamafio 4, son 210,5 y 339,5.
Un ejecutivo se da cuenta de que muchas pantallas son sometidas a tensiones que
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estdn fuera de este intervalo y se preocupa por ello. Explicale por qué las tensio-
nes a las que se someten muchas pantallas estdn fuera de los limites de control.
Luego (suponiendo normalidad) halla el intervalo que contiene el 99,7% de las
tensiones.

4.78 (Optativo). Sistema europeo de control. Con el sistema japonés y americano
es habitual en los gréficos de medias situar los limites de control a una distan-
cia de 3 desviaciones tipicas de la linea central. Es decir, los limites de control
son ¥ + 3-%. La probabilidad de que una ¥ concreta se sittie fuera de estos li-
mites cuando el proceso estd bajo control es aproximadamente 0,003, utilizando
el 99,7 de la regla del 68-95-99,7. El sistema europeo, en cambio, sittia los limites
de control a c desviaciones tipicas de la linea central, escogiéndose c de tal mane-
ra que la probabilidad de que un punto X se sittie por encima de y + ¢ cuando
se mantienen u y ¢ en los valores objetivo sea de 0,001. (La probabilidad de que
X se sittie por debajo de j1 — ¢ 7= es también de 0,001, debido a la simetria de las
distribuciones normales.) Utiliza la tabla A para hallar el valor c.

A veces queremos dibujar gréficos de control de una sola mediacién x en cada
lapso de tiempo. Los gréficos de control de mediciones individuales no son mas
que graficos de medias en los que el tamafio de las muestras es n = 1. Con es-
tos graficos no podemos estimar la variacién dentro de las muestras, ya que con
muestras de tamafio 1 no existe variacién. Incluso con métodos avanzados que
combinan la informacién de varias muestras, la estimacion de ¢ incluird la va-
riaciéon entre muestras y su valor serd demasiado grande. Para compensar este
hecho, es frecuente utilizar 20 en vez de 30 como limites de control. Es decir, los
limites de control son y & 2¢. Los siguientes dos ejercicios tratan sobre los gréfi-
cos de control de observaciones individuales. Estos ejercicios también tratan so-
bre la utilizacion de graficos de control para datos personales.

4.79. (Optativo). El profesor Moore y la natacion. El profesor Moore nada 1.800 m
de forma regular. He aquf los tiempos (en minutos) de 23 sesiones de natacién:

34,12 35,72 34,72 34,05 34,13 35,72 36,17 35,57
35,37 35,57 35,43 36,05 34,85 34,70 34,75 33,93
34,60 34,00 34,35 35,62 35,68 35,28 35,97

Halla la media ¥ y la desviacién tipica de estos tiempos. A continuacién dibu-
ja un grafico de control con ellos; sittia la linea central en X y los limites de control
en X £ 2s. Los tiempos del profesor, jestan bajo control? Si no es asi, describe el
tipo de falta de control que se produce.
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4.80 (Optativo). De casa a la universidad. El profesor Moore, autor de este libro,
que vive a unos kilémetros del campus de la Universidad de Purdue, ha regis-
trado durante 42 dias el tiempo que tarda conduciendo desde su casa hasta la
universidad. He aqui los tiempos (en minutos) correspondientes a 42 dias conse-
cutivos:

8,25 7,83 830 842 850 8,67 8,17 9,00 9,00 8,17 7,92
9,00 850 9,00 7,75 792 8,00 8,08 8,42 8,75 8,08 9,75
8,33 783 792 858 7,83 842 7,75 742 6,75 7,42 8,50
8,67 10,17 8,75 8,58 8,67 9,17 9,08 8,83 8,67

El dia que el profesor Moore tard6 muy poco tiempo en llegar a la universidad
corresponde al Dia de Accién de Gracias (Thanksgiving Day), que en EE UU es
festivo. Los dos dias que tardé mucho mds que lo normal corresponden, por un
lado, a un dia en el que ocurrié un accidente con las correspondientes retenciones
y, por otro, a un dia en el que se produjeron unas fuertes nevadas que dificultaron
la conduccién.

(a) Halla x y s.

(b) Dibuja un diagrama temporal con estos datos. Dibuja la linea central en ¥
y los limites de control en X =+ 2s.

(c) Comenta el gréfico de control. ;Cémo se explican los puntos que estdn
fuera de control? ;Existe alguna tendencia creciente o decreciente a lo largo del
tiempo?






5.

TEORIA DE PROBABILIDAD

A.N. KOLMOGOROV

Igual que existen estilos nacionales de cocina, existen también estilos na-
cionales de ciencia. La estadistica, la ciencia de los datos, fue creada, ba-
sicamente, por britdnicos y estadounidenses. En cambio, los lideres en el
estudio de la probabilidad, las matematicas del azar, han sido durante
mucho tiempo franceses y rusos. El matematico ruso Andrei Nikolaevich
Kolmogorov (1903-1987) ha sido uno de los cientificos més influyentes del
siglo XX. Sus mas de 500 publicaciones tratan sobre diversos campos de la
matematica moderna y aplican ideas matematicas a campos tan diversos
como el ritmo y la métrica de la poesia.

En 1920, Kolmogorov se matricul6 como estudiante en la Universi-
dad Estatal de Mosctd. Permaneci6 en esta universidad hasta su muerte.
En 1963, fue distinguido como héroe del trabajo socialista, un honor po-
co frecuente en alguien cuya carrera se desarroll6 completamente en la
universidad.

El primer trabajo de Kolmogorov sobre probabilidad traté sobre el
comportamiento de series de observaciones aleatorias. La ley de los gran-
des nimeros fue el punto de partida de estos estudios. Kolmogorov des-
cubrié muchas extensiones de esta ley. En 1933 Kolmogorov sent6 los fun-
damentos matemaéticos de la probabilidad, al establecer unas pocas leyes
generales a partir de las cuales se desarrollaba toda la teoria de la proba-
bilidad. En este capitulo las leyes generales de la probabilidad siguen el
espiritu de Kolmogorov.
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5.1 Introducciéon

Las matemaéticas de la probabilidad pueden proporcionar modelos para descri-
bir la circulacién de vehiculos en un sistema de autopistas o el funcionamiento
del procesador de un ordenador; la composicién genética de las poblaciones; el
estado energético de particulas subatémicas; la dispersion de una epidemia o de
un rumor; o el porcentaje y beneficios de una inversion arriesgada. Aunque es-
tamos interesados en la probabilidad porque resulta ttil en estadistica, las ma-
tematicas del azar son importantes en muchos campos de estudio. Este capitulo
presenta algo méas de teoria de probabilidad.

5.2 Reglas generales de la probabilidad

El estudio que hicimos sobre la probabilidad en el capitulo 4, se centré en las dis-
tribuciones muestrales. Ahora volvemos a las reglas bésicas de la probabilidad.
Con mds conocimientos de probabilidad, podremos modelizar fenémenos alea-
torios mds complejos. Ya vimos y utilizamos cuatro reglas.

REGLAS DE LA PROBABILIDAD
Regla1.0 < P(A) <1 para cualquier suceso A
Regla2.P(S) =1
Regla 3. Para cualquier suceso A,
P(noocurra A) =1—P(A)
Regla 4. Regla de la suma: Si A y B son sucesos disjuntos, entonces

P(AoB) = P(A) + P(B)

5.2.1 Laindependenciay laregla de la multiplicacién

Cuando dos sucesos A y B no pueden ocurrir al mismo tiempo, la Regla 4, la regla
de la suma de sucesos disjuntos, describe la probabilidad de que ocurra alguno
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de ellos. Ahora describiremos la probabilidad de que los sucesos A y B ocurran
simultdneamente, estamos otra vez en una situacién especial.

Puede ser que encuentres ttil hacer un dibujo para mostrar las relaciones
entre varios sucesos. Un dibujo como el de la figura 5.1 que muestra el espacio
muestral S como un drea rectangular y los sucesos como areas dentro de S se lla-
ma diagrama de Venn. Los sucesos A y B de la figura 5.1 son disjuntos, ya que
no se solapan. El diagrama de Venn de la figura 5.2 muestra dos sucesos que no
son disjuntos. El suceso { A y B} aparece como el drea que es comtna Ay a B.

Figura 5.1. Diagrama de Venn que muestra dos suce-
sos Ay B disjuntos.

Figura 5.2. Diagrama de Venn que muestra dos suce-
s0s Ay B que no son disjuntos. El suceso { A y B} cons-
ta de los resultados comunes a Ay a B.

Diagrama
de Venn



Indepen-
dencia
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Supén que lanzas una moneda dos veces y haces un recuento de caras. Los
sucesos de interés son

A = el primer lanzamiento es cara

B = elsegundo lanzamiento es cara

Los sucesos A y B no son disjuntos. Ocurren simultdneamente siempre que
los dos lanzamientos dan cara. Queremos conocer la probabilidad del suceso
{A y B}, es decir, la probabilidad de que los dos lanzamientos den cara.

El lanzamiento de monedas de Buffon, Pearson y Kerrish descritos al princi-
pio del capitulo 4 nos lleva a asignar una probabilidad de } a la obtencién de cara
cuando lanzamos una moneda. Por tanto

P(A) =
P(B) = 05

¢Cudl es P(A'y B)? Nuestro sentido comtin nos dice que es ;. La primera mo-
neda dard cara la mitad de las veces y la segunda dara cara la mitad de las veces
que la primera moneda dio cara; por tanto, las dos monedas daran cara } x =}
de las veces después de muchas repeticiones. Este razonamiento da por supues-
to que la probabilidad } de obtener cara se mantiene en el segundo lanzamiento
después que el primer lanzamiento dio cara. Decimos que los sucesos “cara en
el primer lanzamiento” y “cara en el segundo lanzamiento” son independientes.
Independencia significa que el resultado del primer lanzamiento no puede influir

sobre el del segundo.

EJEMPLO 5.1. ;Independientes o no?

Debido a que una moneda no tiene memoria y que quien lanza la moneda no pue-
de influir sobre su caida, es razonable suponer que los sucesivos lanzamientos de
una moneda son independientes. Para una moneda bien equilibrada esto signifi-
ca que después de ver el resultado del primer lanzamiento, seguimos asignando
una probabilidad de ] a las caras del segundo lanzamiento.

Por otro lado, los colores de las sucesivas cartas de una baraja no son inde-
pendientes. Una baraja de 52 cartas tiene 26 cartas rojas y 26 negras. Si escogemos
una carta de una baraja bien mezclada, la probabilidad de obtener una carta roja
es de 2 = 0,50 (resultados igualmente probables). Una vez hemos visto que la
primera carta es roja, sabemos que sélo quedan 25 cartas rojas en la baraja en-
tre las 51 cartas restantes. La probabilidad de que la segunda carta sea roja es,
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por tanto, 2 = 0,49. Conocer el resultado de la primera carta escogida cambia la
asignacién de probabilidades para la segunda.

Si un médico te toma la presion de la sangre dos veces, es razonable suponer
que los dos resultados son independientes ya que el primer resultado no influye
sobre el aparato cuando se hace la segunda lectura. Pero, si de forma consecuti-
va realizas dos pruebas para determinar tu nivel de inteligencia, u otra prueba
psicolégica similar, los resultados de las dos pruebas no son independientes. El
aprendizaje que tiene lugar durante el primer intento influye sobre el segundo. B

REGLA DE LA MULTIPLICACION PARA SUCESOS
INDEPENDIENTES

Dos sucesos A y B son independientes si el conocimiento de que ha
ocurrido uno de ellos no cambia la probabilidad de que ocurra el otro.
Si Ay B son independientes,

P(Ay B) = P(A)P(B)

EJEMPLO 5.2. Los guisantes de Mendel

Gregor Mendel puso de manifiesto utilizando guisantes que la herencia opera
aleatoriamente. El color de las semillas de los guisantes de Mendel puede ser ver-
de o amarillo. Dos parentales se cruzan, es decir, un parental poliniza al otro para
producir semillas. Cada parental contiene dos genes que determinan el color de
la semilla cada uno de ellos tienen una probabilidad de ] de ser transmitido a la
semilla. Los dos genes que recibe la semilla para la determinacién de su color pro-
ceden de cada uno de los parentales. La contribucién genética de los parentales
es independiente.

Supén que los dos parentales contienen los genes V (verde) y A (amarillo). La
semilla serd verde si los dos parentales transmiten el gen V; en los restantes casos
la semilla serd amarilla. Si M es el suceso de que el parental macho contribuya
con el gen V y F es el suceso de que el parental hembra contribuya con el gen V,
la probabilidad de que la semilla sea verde es

P(MyF) = P(M)P(F)
= (0,5)(0,5) = 0,25

Después de muchas repeticiones, } de las semillas producidas seréd verdes. B
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La regla de la multiplicacién P(Ay B) = P(A)P(B) se cumple s6lo en el caso
de que A y B sean independientes. La regla de la suma P(A o B) = P(A) + P(B)
s6lo se cumple si A y B son disjuntos. No tengas la tentaciéon de utilizar estas
reglas sencillas cuando no se cumplen las circunstancias que permiten su aplica-
cién. Tienes que estar seguro de no confundir el hecho de que dos sucesos sean
independientes con el de que sean disjuntos. Si A y B son disjuntos, entonces si
ocurre A no puede suceder B —consulta otra vez la figura 5.1—. Por tanto, los
conjuntos disjuntos no son independientes. A diferencia de los sucesos disjuntos,
no podemos representar los sucesos independientes mediante un diagrama de
Venn. La independencia tiene en cuenta la probabilidad de los sucesos y no sélo
los resultados que los constituyen.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

5.1. Albinismo. Entre los humanos, el gen del albinismo es recesivo. Es decir, los
portadores de este gen tienen una probabilidad de 1 de pasarlo a su descenden-
cia. Ademds una persona es albina s6lo si sus dos padres le transmitieron dicho
gen. Los padres transmiten de forma independiente sus genes. Si los dos padres
son portadores del gen del albinismo, ;cudl es la probabilidad de que su primer
hijo sea albino? Y si tienen dos hijos (que heredan de forma independiente los
genes de sus padres), ;cudl es la probabilidad de que ambos sean albinos? ;Y de
que no lo sea ninguno de ellos?

5.2. Notas de secundaria. Selecciona al azar a un estudiante universitario de pri-
mer curso y pregtntale qué calificacién obtuvo en la prueba de acceso a la uni-
versidad. He aqui las probabilidades de obtener una determinada calificacién en
base a una gran encuesta a estudiantes de primer curso:

Resultado 55,9 669 77,9 889 9-10
Probabilidad | 0,41 0,23 0,29 0,06 0,01

(a) Escoge al azar a dos estudiantes de primer curso. ;Por qué podemos supo-
ner que su calificacion en la prueba de acceso a la universidad es independiente?

(b) ;Cuél es la probabilidad de que los dos estudiantes obtuvieran una califi-
cacion mayor o igual que 9?
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(c) ;Cudl es la probabilidad de que el primero de los estudiantes obtuviera
una calificacién mayor o igual que 9 y el segundo menor que 6?

5.3. Operarios con carrera universitaria. Datos del Gobierno indican que el 27%
de los trabajadores tienen una carrera universitaria y que el 16% de los trabaja-
dores estdn empleados en el sector de la automocién como operarios. ;Puedes
concluir que debido a que (0,27)(0,16) = 0,043, aproximadamente el 4% de los
trabajadores tienen una carrera universitaria y trabajan en el sector de la automo-
cién como operarios? Justifica tu respuesta.

5.2.2 Aplicacién de la regla de la multiplicacién

Si dos sucesos A y B son independientes, el hecho de que no ocurra A, es también
independiente de que ocurra B, etc. Supén, por ejemplo, que en un determinado
distrito electoral el 75% de los votantes son del PSOE (Partido Socialista Obrero
Espafiol). Si una encuesta de opinién entrevista a dos votantes escogidos inde-
pendientemente, la probabilidad de que el primero vote al PSOE y el segundo
no, es (0,75)(0,25) = 0,1875. La regla de la multiplicacién se puede aplicar a
mas de dos sucesos, siempre que todos ellos sean independientes. La indepen-
dencia de los sucesos A, B y C significa que tener informacién de cualquiera de
los sucesos no influye sobre la probabilidad de los restantes. A menudo se utiliza
la independencia para establecer modelos de probabilidad cuando parece que los
sucesos que estamos describiendo no tienen ninguna relacion entre si. En este ca-
so podemos utilizar libremente la regla de la multiplicacién. Veamos un ejemplo.

EJEMPLO 5.3. Cables submarinos

Un cable submarino transatlantico estd provisto de repetidores que amplifican la
sefal. Si falla un repetidor, éste debe ser reparado. Para ello hay que recuperar el
cable y llevarlo hasta la superficie a un coste elevado. Cada repetidor tiene una
probabilidad de 0,999 de funcionar correctamente durante 10 afios. Sup6n que los
repetidores fallan de forma independiente los unos de los otros. (Esta suposicién
significa que no hay “causas comunes”, como por ejemplo un terremoto, que pu-
dieran afectar a varios repetidores simultdneamente.) Sea A; el suceso que indica
que el repetidor 7 funciona correctamente durante 10 afios.
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La probabilidad de que dos repetidores funcionen correctamente durante 10
anos es

P(A,y Ay)

P(A1)P(A)
= 0,999 x 0,999 = 0,998

Para un cable con 10 repetidores la probabilidad de que no fallen durante 10
anos es

P(AlyAzy yAl(J) = P(Al)P(Az)P(Alo)
= 0,999 x 0,999 x - - x 0,999
= 0,999 = 0,990

Cables con 2 o 10 repetidores son bastante fiables. Desgraciadamente, un ca-
ble submarino transatlantico tiene 300 repetidores. La probabilidad de que los
300 funcionen correctamente durante 10 afios es

P(Al y Az y...y A300) = 0,999300 = 0,741

En consecuencia tenemos una posibilidad entre cuatro de que el cable tenga
que ser recuperado para reparar algtin repetidor durante un periodo de 10 afios.
En realidad, los repetidores estan disenados para que su fiabilidad sea superior a
0,999 durante un periodo de 10 afios. Algunos cables submarinos transatlanticos
han funcionado durante mas de 20 afios sin problemas. B

Combinando las reglas que hemos aprendido, podemos calcular las probabi-
lidades de sucesos bastante complicados. Vedmoslo en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5.4. Falsos positivos en la determinacion del sida

Una prueba de diagnéstico para la deteccion del virus del sida tiene una proba-
bilidad de 0,005 de dar un falso positivo. Es decir, cuando se hace la prueba a
una persona libre del virus, tiene una probabilidad de 0,005 de indicar de forma
errénea que el virus estd presente. Si se pasa la prueba a 140 empleados de un
hospital y ninguno de ellos estd infectado con el virus, ;cudl es la probabilidad de
que se obtenga al menos un falso positivo?

Es razonable suponer, como parte del modelo de probabilidad, que el resulta-
do de la prueba es independiente para los diferentes individuos. La probabilidad
de obtener un falso positivo para un solo individuo es de 0,005. Segtin la Regla 3,
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la probabilidad de que la prueba sea negativa es 1 — 0,005 = 0,995. En consecuen-
cia, la probabilidad de obtener al menos un falso positivo entre las 140 personas
que pasan la prueba es

P(al menos un positivo) = 1 — P(no positivos)
= 1 — P(140 negativos)
= 1-0,995"

= 1-0,496 = 0,504

La probabilidad de que al menos uno de los 140 individuos dé positivo en la
prueba del sida es mayor de 3, incluso cuando nadie estd infectado con el virus. i

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

5.4. Luces de adorno. Unas luces de adorno de Navidad estdn formadas por un
grupo de 20 bombillas. Estas se conectan en serie, de manera que si falla una
bombilla se apaga toda la serie. Durante un periodo de 3 afios, cada bombilla tie-
ne una probabilidad de 0,02 de fallar. El fallo de bombillas se produce de forma
independiente. ;Cuadl es la probabilidad de que en un periodo de 3 afios un ador-
no de 20 bombillas no se apague?

5.5. Deteccion de esteroides. A un atleta sospechoso de haber tomado esteroides
se le hacen dos pruebas independientes de deteccién de esteroides. La prueba A
tiene una probabilidad de 0,9 de dar positivo si se han utilizado esteroides. La
prueba B tiene una probabilidad de 0,8 de dar positivo si se han utilizado esteroi-
des. ;Cudl es la probabilidad de que ninguna de las dos pruebas dé positivo si se
han utilizado esteroides?

5.6. Secuencia de colores. Un dado de 6 caras tiene cuatro caras verdes (V) y
dos rojas (R). El dado esté bien fabricado de manera que todas las caras tienen
las mismas posibilidades de quedar hacia arriba. Se lanza un dado varias veces.
Debes escoger una de las siguientes secuencias de colores:

RVRRR
RVRRRV
VRRRRR

Ganarés 25 € si los primeros lanzamientos del dado dan la secuencia que has
escogido.



352 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

(a) ;Cuadl es la probabilidad de que un lanzamiento dé verde? ;Y de que re-
sulte rojo?

(b) ;Cual es la probabilidad de cada una de las tres secuencias anteriores? Pa-
ra ganar 25 €, ;qué secuencia escogerfas? ;Por qué? (En una prueba psicoldgica,
el 63% de 260 estudiantes que no habian estudiado probabilidad escogieron la
segunda secuencia. Esto es un sintoma de que nuestra comprensién intuitiva de
la probabilidad no es muy exacta.")

Figura 5.3. La regla de la suma para sucesos disjun-
tos: P(Ao B o C) = P(A)+ P(B) 4+ P(C), cuando los
sucesos A, B'y C son disjuntos.

5.2.3 Regla general de la suma

Sabemos que si A y B son sucesos disjuntos, entonces P(A o B) = P(A) + P(B).
Esta regla de la adicién se puede generalizar para mas de dos sucesos que sean
disjuntos en el sentido de que no haya dos sucesos que tengan resultados en
comun. El diagrama de Venn de la figura 5.3 muestra tres sucesos disjuntos A, By
C. La probabilidad de que ocurra alguno de estos sucesos es P(A) + P(B) + P(C).

Si los sucesos A y B no son disjuntos, pueden ocurrir simultdneamente. La
probabilidad de que ocurra uno de ellos es menor que la suma de sus probabi-
lidades. Tal como sugiere la figura 5.4, cuando sumamos las probabilidades, los
resultados comunes se cuentan dos veces, por tanto, tenemos que restar una vez

LA. Tversky y D. Kahneman, “Extensional versus intuitive reasoning: the conjunction fallacy in
probability judgment”, Psychological Review, 90, 1983, pags. 293-315.
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esta probabilidad. He aqui la regla de la suma para dos sucesos cualesquiera, sean
disjuntos o no.

Figura 5.4. La regla general de la suma:
P(AoB)=P(A)+P(B) - P(AyB)
para dos sucesos A y B cualesquiera.

REGLA GENERAL DE LA SUMA PARA DOS SUCESOS
CUALESQUIERA

Para dos sucesos cualesquiera Ay B,

P(A o B) = P(A)+ P(B) — P(AyB)

Si A y B son disjuntos, el suceso {A y B} de que ocurran los dos sucesos no
contiene ningun resultado y, por tanto, tiene una probabilidad de 0. En conse-
cuencia, la regla general de la suma incluye la Regla 4, la regla de la suma para
sucesos disjuntos.

EJEMPLO 5.5. ;Quién serd ascendido?

Romeo y Julia trabajan en el Ministerio de Agricultura. Se est4d haciendo una reca-
lificacién de los puestos de trabajo, y tanto Romeo como Julia tienen posibilidades
de ascender en la escala funcionarial. Romeo cree que él tiene una probabilidad
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de 0,7 de ascender y que Julia tiene una probabilidad de 0,5. (La asignacién de
probabilidades es arbitraria, es lo que cree Romeo.) Para poder calcular la pro-
babilidad de que al menos uno de los dos ascienda, esta asignacién de probabili-
dades no nos proporciona suficiente informacién. Concretamente, la suma de las
dos probabilidades de promocién da un resultado imposible: 1,2. Si Romeo cree
ademds que la probabilidad de que ambos asciendan es 0,3, entonces aplicando
la regla general de la adicién tenemos

P(al menos uno de los dos asciende) = 0,7 + 0,5 — 0,3 = 0,9

La probabilidad de que ninguno de los dos trabajadores ascienda es, segtn la
Regla 3,0,1. ®

Los diagramas de Venn son de gran ayuda para hallar probabilidades, ya que
solamente tienes que pensar en sumar y restar dreas. La figura 5.5 ilustra sucesos
y sus probabilidades correspondientes al ejemplo 5.5. ;Cuadl es la probabilidad
de que Romeo ascienda y Julia no? El diagrama de Venn muestra que la proba-
bilidad de este suceso es igual a la probabilidad de que Romeo ascienda menos
la probabilidad de que ambos asciendan, 0,7 — 0,3 = 0,4. De forma similar, la
probabilidad de que Julia ascienda y Romeo no es 0,5 — 0,3 = 0,2. Las cuatro pro-
babilidades que aparecen en la figura suman 1, ya que corresponden a cuatro
sucesos disjuntos que abarcan todo el espacio muestral.

DynoM

Figura 5.5. Diagrama de Venn y probabilidades. Para el ejem-
plo5.5.
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

5.7.Ingresos y educacién. Selecciona al azar un hogar de la Unién Europea. Sea A
el suceso de que los ingresos totales de los miembros del hogar sean superiores a
75.000 € y B el suceso de que el cabeza de familia del hogar tenga estudios univer-
sitarios. De acuerdo con el Eurostat, P(A) = 0,15, P(B) = 0,25y P(Ay B) = 0,09.

(a) Dibuja un diagrama de Venn que muestre la relacién entre los sucesos
Ay B. ;Cudl es la probabilidad de que los ingresos totales del hogar sean supe-
riores a 75.000 € o que su cabeza de familia tenga estudios universitarios, es decir,
P(Ao B)?

(b) En tu diagrama, sombrea el suceso correspondiente a que el cabeza de
familia tenga estudios universitarios pero que los ingresos totales del hogar no
sean superiores a 75.000 €. ;Cuadl es la probabilidad de este suceso?

5.8. Cafeina en la dieta. El café, el té y la cola son fuentes comunes de cafeina.
Supén que

el 55% de los adultos toma café

el 25% de los adultos toma té

y el 45% de los adultos toma cola
y también que

el 15% toma café y té

el 5% toma las tres bebidas

el 25% toma café y cola

el 5% sélo toma té

Dibuja un Diagrama de Venn con esta informacién. Utilizando el diagrama y
las reglas de la suma, responde a las siguientes preguntas.

(a) ;Qué porcentaje de adultos toma cola?

(b) ;Qué porcentaje no toma ninguna de estas bebidas?

RESUMEN DE LA SECCION 5.2

Los sucesos A y B son disjuntos si no tienen resultados en comtn. Los sucesos A
y B son independientes si conocer que ocurre un suceso no cambia la probabili-
dad que asignarfamos al otro suceso.

Cualquier asignacion de probabilidad cumple, ademaés de las reglas del capi-
tulo 4, las siguientes reglas mas generales:
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Regla de la suma: Si los sucesos A, B, C, ..., son disjuntos dos a dos, entonces
P(de que ocurra al menos uno de estos sucesos) = P(A) + P(B)+P(C)+---

Regla de la multiplicacién: Si A y B son sucesos independientes, entonces
P(Ay B) = P(A)P(B)
Regla general de la suma: Para dos sucesos cualesquiera,

P(AoB)=P(A)+P(B)—P(Ay B)

EJERCICIOS DE LA SECCION 5.2

5.9. Estrategia militar. Un general tiene dos posibilidades para llevar a cabo una
campafia militar: combatir en una gran batalla o combatir en tres batallas peque-
fas. El general cree que tiene una probabilidad de 0,6 de ganar la gran batalla y
una probabilidad de 0,8 de ganar cada una de las batallas pequefias. Las victorias
o derrotas de las batallas pequefias son independientes. Para ganar la camparia
militar el general debe ganar la gran batalla o bien ganar las tres batallas peque-
fas. ;Qué estrategia debe seguir?

5.10. Jugando varias veces. La probabilidad de ganar en un determinado juego
de azar es 0,02. Si juegas 5 veces, ;cudl es la probabilidad de que al menos ganes
una vez? Debes tener en cuenta que los juegos son independientes entre si.

5.11. Un fabricante de automdviles compra circuitos integrados de un determina-
do proveedor. Este proveedor envia un gran lote que contiene un 5% de circuitos
integrados defectuosos. Cada circuito integrado escogido de este lote tiene una
probabilidad de 0,05 de ser defectuoso. En cada automoévil se instalan 12 circui-
tos integrados escogidos de forma independiente. ;Cudl es la probabilidad de
que los 12 circuitos integrados de un automaévil funcionen correctamente?

5.12. Paseo aleatorio en Wall Street. La teoria del “paseo aleatorio” de los merca-
dos de valores (random walk) establece que los cambios de los indices de precios
de las acciones en periodos de tiempo disjuntos son independientes. Supén que
s6lo nos interesamos en si el precio de las acciones sube o baja. Supén, ademads,
que la probabilidad de que una cartera suba es igual a 0,65. (Esta probabilidad es
aproximadamente correcta para una cartera que contenga cantidades similares,
en dolares, de las acciones mas comunes de la Bolsa de Nueva York.)
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(@) ¢Cudl es la probabilidad de que nuestra cartera suba durante tres afios
consecutivos?

(b) Si sabes que la cartera ha subido de precio durante dos afios consecutivos,
(qué probabilidad asignarias al suceso de que la cartera bajara al afio siguiente?

(c) ;Cudl es la probabilidad de que el valor de una cartera se mueva en la
misma direccién durante dos afios consecutivos?

5.13. Solicitudes de doctorado. Akima ha presentado solicitudes para hacer el
doctorado en la Universidad Pompeu Fabra (UPF) de Barcelona y en el Instituto
de Tecnologia de Massachusetts (MIT). Akima cree que la probabilidad de que
sea admitida en la UPF es de 0,5, de que lo sea en el MIT es de 0,4 y de que sea
admitida en ambas universidades es de 0,2.

(a) Dibuja un diagrama de Venn. Indica las probabilidades de los sucesos an-
teriores.

(b) ;Cual es la probabilidad de que Akima no sea admitida en ninguna de las
dos universidades?

(c) ;Cuadl es la probabilidad de que Akima sea admitida en el MIT y que no lo
sea en la UPF?

5.14. Salsa y merengue. Cada vez son més populares estilos musicales distintos
del rock y del pop. Una encuesta realizada a estudiantes universitarios halla que
al 40% de los estudiantes les gusta la salsa, al 30% les gusta el merengue y que al
10% les gusta tanto la salsa como el merengue.

(a) Dibuja un diagrama de Venn con estos resultados.

(b) ;A qué porcentaje de estudiantes universitarios les gusta la salsa pero no
el merengue?

(c) (A qué porcentaje de estudiantes no les gusta ni la salsa ni el merengue?

5.15. Tipo de sangre. La distribucién de los grupos sanguineos entre los europeos
es aproximadamente la siguiente: 37% del tipo A, 13% del tipo B, 44% del tipo O
y 6% del tipo AB. Supén que los grupos sanguineos de parejas casadas son inde-
pendientes y que los dos componentes de la pareja siguen la misma distribucién
de probabilidades.

(a) Un individuo del tipo B puede recibir transfusiones de sangre s6lo de
personas de los grupos B y O. ;Cuadl es la probabilidad de que el esposo de una
mujer del grupo B pueda donar sangre a su esposa?

(b) ;Cual es la probabilidad de que en una pareja escogida al azar la mujer
sea del grupo B y el esposo del grupo A?
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(c) ¢Cuadl es la probabilidad de que un componente de la pareja sea del gru-
po Ay el otro del grupo B?

(d) ;Cudl es la probabilidad de que en una pareja escogida al azar, al menos
un componente sea del grupo O?

5.16. Tratamiento médico y edad. El tipo de tratamiento médico que recibe un
paciente, ;depende de su edad? Un gran estudio sobre mujeres a las que se de-
tectd un bulto en el pecho investigé si en el momento de deteccién del bulto, el
diagndstico que se hacia era una mamografia seguida de una biopsia o s6lo una
mamografia. He aqui las probabilidades estimadas en este estudio. Los valores
de la tabla son probabilidades de que ocurran dos sucesos; por ejemplo, 0,321
es la probabilidad de que una paciente sea menor de 65 afios de edad y se le haga
la biopsia. La suma de las cuatro probabilidades de la tabla da 1, ya que la tabla
contiene todos los sucesos posibles.

Biopsia realizada
Si No

Edad menor de 65 0,321 0,124
Edad igual o superior a 65 0,365 0,190

(a) ;Cuadl es la probabilidad de que una paciente de este estudio tenga menos
de 65 afios? ;Y de que tenga 65 o mds afios?

(b) ;Cual es la probabilidad de que a la paciente se le haga la biopsia? ;Y de
que no se le haga?

(c) Los sucesos A: “la paciente tiene 65 afios o mdas” y B: “se hace la biop-
sia”, ;son independientes? Si la realizacién de la biopsia fuera independiente de
la edad, jen el caso de pacientes mayores, la biopsia se hace con menos frecuencia
de la esperada?

5.17. Jugar a los dados. Un jugador afirma que la apuesta de no obtener un 11
en un juego que consiste en lanzar un dado dos veces y sumar los valores de las
caras superiores debe ser 17 contra 1. Si repetimos tres veces este juego, la apuesta
de que no se obtengan tres 11 seguidos debe ser 17 x 17 x 17 contra 1, es decir,
4.913 contra 1.2

(a) Cuando jugamos a lanzar dos veces un dado bien equilibrado, ;cual es la
probabilidad de que la suma de las caras superiores sea 11? Si jugamos tres veces,
(cudl es la probabilidad de obtener tres 11?

2], Gollehon, Pay the Line! Putnam, New York, 1988.
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(b) Si un suceso A tiene una probabilidad P, las apuestas en contra de A son

1-P
apuestas en contra de A = 3

A menudo, los jugadores hablan de apuestas en vez de probabilidades. Por
ejemplo, las apuestas en contra de un suceso que tiene una probabilidad de 1 son
2 contra 1. Halla las apuestas en contra de obtener un 11 y en contra de obtener
tres 11 seguidos. ;Qué afirmaciones del jugador son correctas?

5.3 Distribuciones binomiales

Una jugadora de baloncesto lanza 5 tiros libres. ;Cudntas canastas obtiene? Un
nuevo tratamiento contra el cancer de pancreas se ha ensayado en 25 pacientes.
En cinco afios, ;cudntos pacientes sobrevivirdn? Plantas 10 cerezos, ;cudntos re-
sistirdn el frio del invierno? En todas estas situaciones queremos un modelo de
probabilidad para el recuento de éxitos.

5.3.1 Situacién binomial

La distribucién de un recuento depende de como se hayan obtenido los datos. He
aqui una situacion frecuente.

SITUACION BINOMIAL

1. Tenemos un determinado ntiimero 7 de observaciones.

2. Las n observaciones son todas independientes. Es decir, saber el
resultado de una observaciéon no te indica nada sobre las restantes
observaciones.

3. Cada observacion tiene dos resultados posibles, que por conveniencia
llamaremos “éxito” y “fracaso”.

4. La probabilidad de éxito, llamala p, es igual en todas las observa-
ciones.




360 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

Lanzar una moneda 7 veces es un ejemplo de situacién binomial. Cada lanza-
miento puede dar cara o cruz. Conocer el resultado de un lanzamiento no nos dice
nada sobre el resultado de los otros lanzamientos, por tanto, los n lanzamientos
son independientes. Si llamamos “éxito” a las caras, la probabilidad p de obtener
cara se mantiene constante si no cambiamos de moneda. El recuento del namero
de caras es una variable aleatoria X. La distribucién de X se llama distribucion

binomial.

DISTRIBUCION BINOMIAL

La distribucién del recuento X de éxitos en una situacién binomial es la
distribucién binomial con pardmetros n y p. El pardmetro n es el niimero
de observaciones y p es la probabilidad de éxito de cualquier observacion.
Los valores de X son ntimeros enteros positivos que van de 0 a #.

Las distribuciones binomiales son un tipo importante de distribuciones de
probabilidad. Fijate bien en las situaciones binomiales, ya que no todos los re-
cuentos tienen distribuciones binomiales.

EJEMPLO 5.6. Tipo de sangre

La genética dice que los hijos reciben de forma independiente los genes de los
padres. Si ambos padres tienen un gen del grupo O y otro del grupo A, cada hijo
tiene una probabilidad de 0,25 de tener dos genes Oy, por lo tanto, de tener san-
gre del grupo O. El namero de hijos con sangre del grupo O, de entre los cinco
que tienen estos padres, es el recuento X de éxitos de 5 observaciones indepen-
dientes con una probabilidad de éxito de 0,25 en cada observacién. Por lo tanto,
X tiene una distribucién binomial conn =5y p = 0,25. &

EJEMPLO 5.7. Escoge cartas de una baraja

Selecciona 10 cartas de una baraja de péquer y cuenta el ntimero X de cartas rojas.
Tenemos 10 observaciones y cada una de ellas puede ser una carta roja o una carta

"4

negra. Un “éxito” es una carta roja. Pero las observaciones no son independientes.



Teoria de probabilidad (c.5) / 361

Si la primera carta es negra, la segunda carta tiene mds probabilidades de ser roja,
ya que quedan mads cartas rojas que negras en la baraja. El recuento X no tiene una
distribucién binomial. B

EJEMPLO 5.8. Obtencion de una muestra aleatoria simple

Una ingeniera selecciona una muestra aleatoria simple de 10 interruptores de un
envio de 10.000. Sup6n que el 10% de los interruptores del envio es defectuoso (la
ingeniera no lo sabe). La ingeniera hace un recuento del nimero X de interrupto-
res defectuosos en la muestra de 10.

No estamos exactamente ante una situacién binomial. De la misma manera
que cuando extraias una carta, en el ejemplo 5.7, cambiaba la composicién de la
baraja, cuando seleccionas un interruptor cambia la proporcién de interruptores
defectuosos que permanecen en el envio. Por tanto, las condiciones de extrac-
cién del segundo interruptor no son independientes de las condiciones de ex-
traccion del primer interruptor. De todas formas, la extraccién de un interruptor
entre 10.000 cambia muy poco la situacién de los restantes 9.999. En la practica,
la distribucién de X es casi una distribucién binomial conn =10y p =0,1. ®

El ejemplo 5.8 muestra cémo podemos utilizar las distribuciones binomiales
en estudios estadisticos en los que seleccionamos una muestra aleatoria simple.
Cuando la poblacién es mucho mayor que la muestra, un recuento de éxitos en
una muestra aleatoria simple de tamafio # tiene aproximadamente una distribu-
cién binomial con 7 igual al tamafio de la muestra y p igual a la proporcién de
éxitos de la poblacion.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

En los ejercicios del 5.18 al 5.20, X es un recuento. ;Tiene X una distribucién bi-
nomial? Razona en cada caso tu respuesta.

5.18. Observas el sexo de los proximos 20 bebés nacidos en un hospital; X es el
numero de nifias.

5.19. Una pareja decide seguir teniendo bebés hasta que nazca la primera nifia;
X es el nimero total de hijos que tiene la pareja.
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5.20. Una alumna estudia distribuciones binomiales utilizando un método de
ensefianza por ordenador. Después de la leccién, el ordenador presenta 10 pro-
blemas. La alumna resuelve cada problema y entra su respuesta. Si la respuesta
estd mal, el ordenador da explicaciones adicionales sobre los problemas. El re-
cuento X es el niimero de problemas que la alumna contesta correctamente.

5.3.2 Probabilidades binomiales

Podemos hallar una férmula para calcular la probabilidad de que una variable
aleatoria binomial tome un valor determinado, sumando las probabilidades de
las diferentes maneras de obtener exactamente ese ntimero de éxitos en n obser-
vaciones. He aqui un ejemplo que utilizaremos para ilustrar esta idea.

EJEMPLO 5.9. Herencia del grupo sanguineo

Cada hijo nacido de unos determinados padres tiene una probabilidad de 0,25 de
tener sangre del tipo O. Si estos padres tienen 5 hijos, ;cual es la probabilidad
de que exactamente 2 de ellos sean del tipo O?

El recuento de hijos con sangre del tipo O es una variable aleatoria binomial X
conn = 5y una probabilidad de éxito p = 0,25. Queremos calcularla P(X = 2). H

Debido a que el método no depende de ningtin ejemplo concreto, vamos a
utilizar, para simplificar, “E” para los éxitos y “F” para los fracasos. Realiza el
calculo en dos pasos.

Paso 1. Halla la probabilidad de un caso concreto de 2 éxitos en 5 observa-
ciones. Por ejemplo, que la primera y tercera observaciones sean éxitos. Este es el
resultado EFEFFE. Debido a que los resultados son independientes, se puede apli-
car la regla de la multiplicacién para este tipo de sucesos. La probabilidad que
buscamos es

P(EFEFE) — P(E)P(F)P(E)P(F)P(F) =
= (0,25)(0,75)(0,25)(0,75)(0,75)
= (0,25)%(0,75)°

Paso 2. Observa que la probabilidad de cualquier combinacién de dos E y
tres F es siempre la misma. Esto es cierto, ya que multiplicamos dos veces 0,25
y tres veces 0,75, prescindiendo de la posicion de las dos E y de las tres F. La
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probabilidad de que X = 2 es la probabilidad de obtener dos E y tres F, en cual-
quier combinacién. He aqui todas las combinaciones posibles:

EEFFF EFEFF EFFEF EFFFE FEEFF
FEFEF FEFFE FFEEF FFEFE FFFEE

Hay 10, todas con la misma probabilidad. Por tanto, la probabilidad global
de obtener dos éxitos es

P(X = 2) = 10(0,25)%(0,75)> = 0,2637

El procedimiento de este cédlculo es valido para cualquier probabilidad bino-
mial. Para utilizarlo tenemos que ser capaces de determinar el ndmero de com-
binaciones posibles de k éxitos en n observaciones sin tener que hacer un listado.

COEFICIENTE BINOMIAL

El nimero de maneras de combinar k éxitos entre n observaciones viene
dado por el coeficiente binomial

(k) = s

parak=0,1,2, ...,n.

La férmula de los coeficientes binomiales utiliza la notacion factorial. Para
cualquier ntimero entero positivo 1, su factorial n! es
nl=nxn-1)xm—-2)x---x3x2x1

Ademads, 0! = 1.

Fijate en que el mayor de los dos factoriales del denominador del coeficien-
te binomial simplificard la mayor parte de n! en el numerador. Por ejemplo, el
coeficiente binomial que necesitamos para el ejemplo 5.9 es

5\ _ 5
2 213!

Factorial
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n
k

ciente binomial o ntimero combinatorio, es decir, del niimero de combinaciones

La notacién (}) no tiene nada que ver con la fraccién 2. Se trata del coefi-
que pueden efectuarse con 1 elementos tomados de k en k. Los coeficientes bi-
nomiales tienen muchas aplicaciones en matemadticas. De todas formas, nosotros
estamos interesados en ellos s6lo como una ayuda para hallar las probabilida-
des binomiales. El coeficiente binomial () determina el ntimero de maneras con
las que k éxitos se pueden distribuir entre 1 observaciones. La probabilidad bi-
nomial P(X = k) es este nimero multiplicado por la probabilidad de cualquier
combinacién concreta de los k éxitos entre las 1 observaciones. He aqui el resul-
tado que buscamos.

PROBABILIDAD BINOMIAL

Si X tiene una distribucién binomial con #n observaciones y con una pro-
babilidad p de éxito en cada observacion, los posibles valores de X son
0,1,2,...,n.Sikesuno de estos valores,

Pex =) = ()1 prt

EJEMPLO 5.10. Inspeccidn de interruptores
El ntimero X de interruptores que no pasan la inspeccién en el ejemplo 5.8 tiene,

aproximadamente, una distribucién binomial conn =10y p = 0,1.
La probabilidad de que como maximo un interruptor sea defectuoso es

P(X<1) = P(X=1)+P(X=0)

(110> (0.1)'(0.9)° + <100) (0.1)°(0.9)"

10! 10!
= 197 (0DI03874) + G

(1)(0,3487)
= (10)(0,1)(0,3874) + (1)(1)(0,3487)

= 0,3874 + 0,3487 = 0,7361
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Observa que en el calculo anterior 0! = 1y a° = 1, para cualquier a distinto
de 0. Vemos que cerca del 74% de todas las muestras no contendrdn més de un
interruptor defectuoso. De hecho, el 35% de las muestras no contendréan interrup-
tores defectuosos. Una muestra de tamafio 10 no se puede utilizar para alertar a
la ingeniera de que existe un ntimero inaceptable de interruptores defectuosos en
el lote. B

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

5.21. Herencia del grupo sanguineo. Si los padres del ejemplo 5.9 tienen 5 hijos,
el recuento de los que tienen sangre del tipo O es una variable aleatoria X que
tiene una distribucién binomial conn =5y p = 0,25.

(a) ;Cuaéles son los posibles valores de X?

(b) Halla la probabilidad de cada valor de X. Dibuja un histograma para mos-
trar esta distribucién. (Debido a que las probabilidades son proporciones de mu-
chas repeticiones, un histograma en el que las probabilidades sean las alturas de
las barras muestra la distribucién de X después de muchas repeticiones.)

5.22. Una empresa emplea a varios miles de trabajadores, de los cuales el 30% son
extranjeros. Si los 15 miembros del comité ejecutivo del sindicato se escogieran
al azar entre los trabajadores, el nimero de extranjeros en el comité tendria una
distribucién binomial conn =15y p = 0,3.

(a) ;(Cuaél es la probabilidad de que exactamente 3 miembros del comité sean
extranjeros?

(b) ¢Cual es la probabilidad de que como maximo 3 miembros del comité
sean extranjeros?

5.23. Los atletas, ;terminan la carrera? Una universidad asegura que el 80% de los
jugadores de baloncesto del equipo universitario se licencian. Una investigacion
examina el destino de los 20 jugadores que se matricularon en la universidad
durante un periodo determinado que finalizé hace seis afios. De estos jugadores,
11 se licenciaron y los 9 restantes abandonaron la universidad antes de licenciarse.
Si la afirmacién de la universidad es cierta, el ntimero de jugadores de baloncesto
que, entre los 20, se licencian deberia tener una distribucién binomial con n = 20
y p = 0,8. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente 11 de los 20 jugadores se
licencien?
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5.3.3 Mediay desviacién tipica binomiales

Si un recuento X tiene una distribucién binomial basada en n observaciones con
una probabilidad p de éxito, ;cudl es su media u? Es decir, después de muchas
repeticiones de la situacién binomial, ;cudl serd la media del recuento de éxitos?
Podemos adivinarlo. Si un jugador de baloncesto encesta un 80% de los tiros li-
bres, el nimero medio de estos tiros encestados en 10 intentos tiene que ser el
80% de 10, es decir, 8. En general, la media de una distribucién binomial tiene
que ser y = np. Estas son las férmulas.

MEDIA Y DESVIACION TiPICA DE UNA DISTRIBUCION
BINOMIAL

Si un recuento X tiene una distribucién binomial con un ntimero de ob-

servaciones #n y una probabilidad de éxito p, la media y la desviacién
tipica de X son

o = y/np(l-p)

Recuerda que éstas formulas se pueden utilizar s6lo para distribuciones bi-
nomiales. No se pueden utilizar para otras distribuciones.

EJEMPLO 5.11. Inspeccidn de interruptores

Continuemos con el ejemplo 5.10. El recuento X de interruptores defectuosos tie-
ne una distribucién binomial con n = 10 y p = 0,1. El histograma de la figura 5.6
muestra esta distribucién de probabilidad. (Debido a que las probabilidades son
proporciones de muchas repeticiones, un histograma en el que las probabilidades
sean las alturas de las barras muestra la distribuciéon de X después de muchas re-
peticiones.) La distribucién es muy asimétrica. Aunque X puede tomar cualquier
valor entero entre 0 y 10, las probabilidades de los valores mayores que 5 son tan
pequeiias que no aparecen en el histograma.
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Figura 5.6. Histograma de probabilidad de una distribucién
binomial conn =10y p = 0,1.

La media y la desviacién tipica de la distribucién binomial de la figura 5.6
son las siguientes

po= np
= (10)(0,1) =1
o = /np(1-p)

V/(10)(0,1)(0,9) = 1/0,9 = 0,9487

En el histograma de la figura 5.6 se ha sefialado con una linea vertical el valor
de la media. B

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

5.24. Herencia del grupo sanguineo. ;Cuél es la media y la desviacion tipica del
nimero de hijos con sangre del tipo O del ejercicio 5.217 Sefiala la media en el his-
tograma de probabilidad que dibujaste en ese ejercicio.
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5.25.(a) ;Cuadl es el nimero medio de extranjeros en el comité ejecutivo del sindi-
cato formado por los 15 trabajadores escogidos aleatoriamente en el ejercicio 5.22?

(b) ;Cuaél es la desviacion tipica o del recuento X de extranjeros en el comité
ejecutivo del sindicato?

(c) Supén que el 10% de los trabajadores de la fabrica son extranjeros. Enton-
ces p = 0,1. ;Cudl es el valor de ¢ en este caso? ;Cudl es el valor de o si p = 0,017
¢Qué indican tus resultados sobre el comportamiento de la desviacién tipica de
una distribucién binomial a medida que la probabilidad de éxito se acerca a 0?

5.26. Los atletas, ;terminan la carrera?

(a) Halla el nimero medio de licenciados entre los 20 jugadores del ejemplo
planteado en el ejercicio 5.23, si la afirmacién de la universidad es cierta.

(b) Halla la desviacién tipica o del recuento X.

(c) Supoén que los 20 jugadores proceden de una poblacién en la que la proba-
bilidad de licenciarse es p = 0,9. ;Cuadl es la desviacién tipica o del recuento de
licenciados? Si p = 0,99, ;cudl es el valor de 0? ;Qué indican tus resultados sobre
el comportamiento de la desviacién tipica de una distribucién binomial a medida
que la probabilidad p de éxito se acerca a 17

5.3.4 Aproximacién normal a distribuciones binomiales

La férmula para las probabilidades binomiales se hace pesada de manejar a medi-
da que aumenta el niimero de repeticiones. Puedes utilizar un programa estadis-
tico o una calculadora avanzada con la intencién de resolver problemas para los
cuales la férmula no resulta practica. He aqui otra alternativa: a medida que aumen-
ta el niimero n de repeticiones, la distribucion se parece cada vez mds a una normal.

EJEMPLO 5.12. Ir de compras

(Esta cambiando la actitud de la gente con relacién a ir de compras? Las encuestas
ponen de manifiesto que a la gente cada vez le gusta menos ir de compras. Una
encuesta reciente planteada a nivel nacional, en EE UU, pregunt6 a una muestra
de 2.500 adultos si estaban de acuerdo o no con “me gusta comprar ropa nueva,
pero ir de compras es a menudo frustrante y lleva mucho tiempo”.? La poblacién

3Trish Hall, “Shop? Many say ‘Only if I must’ ”, New York Times, 28 de noviembre de 1990. De
hecho, el 66% (1.650 de 2.500) de la muestra dijo “Estoy de acuerdo”.
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sobre la que la encuesta quiere sacar conclusiones es la de todos los residentes
en EE UU de mads de 18 afios. Supén que el 60% de todos los adultos de EE UU
estuviese de acuerdo con la afirmacién anterior. ;Cudl es la probabilidad de que
al menos 1.520 individuos de la muestra esté de acuerdo con la afirmacién? B

Debido a que la poblacién de adultos de EE UU es superior a los 195 millones,
podemos tomar las respuestas de 2.500 adultos escogidos al azar como indepen-
dientes. En consecuencia, el nimero de individuos de nuestra muestra que esta
de acuerdo con que ir de compras es frustrante es una variable aleatoria X que
tiene una distribuciéon binomial con #n = 2.500 y p = 0,6. Para hallar la probabi-
lidad de que al menos 1.520 individuos de la muestra opinen que ir de compras
es frustrante, debemos sumar las probabilidades binomiales de todos los resulta-
dos desde X = 1.520 hasta X = 2.500. Este célculo no es practico. Vamos a ver
tres maneras de resolver este problema.

1. Un programa estadistico puede hacer el cdlculo. El resultado exacto es

P(X > 1.520) = 0,2131

2. Podemos simular un gran nimero de repeticiones de la muestra. La fi-
gura 5.7 muestra un histograma correspondiente a los recuentos de 1.000
muestras de tamarfio 2.500 cuando el verdadero valor de la proporcién
poblacional es p = 0,6. Debido a que 221 de estas 1.000 muestras toman
un valor de X mayor o igual que 1.520, la probabilidad estimada a partir
de la simulacién es

221

P(X = 1.520) = 7o = 0,221

3. Los dos métodos anteriores implican la utilizacién de un programa infor-
matico. Otra posibilidad es fijarse en la curva normal de la figura 5.7. Esta
curva de densidad corresponde a una distribucién normal con las mismas
media y desviacién tipica de la variable binomial X:

u = np=(2.500)(0,6) = 1.500

o

np(1—p) = 1/(2.500)(0,6)(0,4) = 24,49

Tal como muestra la figura, esta distribucién normal se aproxima bastan-
te bien a la distribucién binomial. Por tanto, podemos hacer un calculo
normal.
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Figura 5.7. Histograma de 1.000 recuentos binomiales (N = 2.500, p = 0,6)
y curva de densidad normal que aproxima esta distribucién binomial.

EJEMPLO 5.13. Cdlculo normal de una probabilidad binomial

Si actuamos como si el recuento X tuviera la distribucién N(1.500, 24,49), la pro-
babilidad que buscamos, utilizando la tabla A es

P(X>1520) = P (X— 1.500 < 1.520 — 1.500>

2449 — 24,49

= P(Z>0,82)

1-0,7939 = 0,2061

La aproximacién normal 0,2061 difiere del resultado 0,2131 obtenido con el
programa informaético en 0,007.
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APROXIMACION NORMAL A LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Supén que el recuento X tiene una distribucién binomial con 7 ensayos y
una probabilidad de éxito p. Cuando 7 es grande, la distribucion de X es

aproximadamente normal, N(np, \/np(1 — p)).

Como regla practica, diremos que podemos utilizar la aproximacién nor-
mal cuando n 'y p cumplan que np > 10y n(1 — p) > 10.

La aproximacién normal es facil de recordar, ya que dice que X es normal con
su media y desviacion tipica binomiales. La exactitud de la distribucién normal
mejora a medida que el tamafio n de la muestra aumenta. Dado un valor cual-
quiera de 7, la aproximacién es mds precisa cuando p toma un valor préximo a
1,y menos precisa cuando p toma un valor cercano a 0 o a 1. Que utilices o no
la aproximacién normal depende de lo precisos que deban ser tus célculos. Pa-
ra muchos célculos estadisticos no se necesita una gran precisiéon. Nuestra regla
préctica para la aproximacién normal tiene en cuenta esto.

APLICA TUS CONOCIMIENTOS

5.27. Investigacién de mercado. Tienes un restaurante en Cérdoba. Lees en un
estudio de &mbito espafiol llevado a cabo por una asociaciéon de restauracién, que
el 40% de los adultos de una muestra desea comer pescado cuando come fuera
de casa. Para ajustar tu menti al gusto de los cordobeses decides llevar a cabo una
encuesta. Obtienes una muestra aleatoria simple de 200 hogares seleccionando al
azar nameros de teléfono de la provincia de Cérdoba.

(a) Si la proporcion de gente que desea comer pescado en Cérdoba es la mis-
ma que la de Esparia en general, es razonable utilizar una distribucién binomial
conn =200y p = 0,4 para describir el recuento X de personas de la muestra que
desea comer pescado. Explica por qué.

(b) Si se cumple que p = 0,4, ;cudl es el valor de la media del ntiimero de
gente de tu muestra que desea comer pescado cuando come fuera de casa? ;Cual
es el valor de la desviacién tipica?

(c) ¢(Cudl es la probabilidad de que X se halle entre 75 y 85? (Utiliza la apro-
ximacion normal.)
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5.28. Pedidos enviados a tiempo. Tu empresa asegura que envia el 90% de los pe-
didos en un plazo de 3 dias laborables. Seleccionas una muestra aleatoria simple
de 100 de los 5.000 pedidos de la semana anterior para hacer una comprobacién.
La comprobacién revela que 86 de estos pedidos se enviaron puntualmente.

(a) Sila empresa realmente manda el 90% de sus pedidos puntualmente, ;cual
es la probabilidad de que como maximo 86 envios de una muestra aleatoria sim-
ple de 100 pedidos se envien a tiempo?

(b) La competencia dice, “jAjé!, hablas del 90%, pero en tu muestra el porcen-
taje de pedidos que se envia a tiempo es de sélo el 86%. Por tanto, la afirmacién
del 90% es falsa”. Di con un lenguaje sencillo por qué tu calculo probabilistico en
(a) evidencia que el resultado de la muestra no contradice la afirmacién del 90%.

5.29. Errores de muestreo. Una manera de comprobar el efecto de la falta de co-
bertura, la no-respuesta u otras fuentes de error en una encuesta, consiste en com-
parar la muestra con caracteristicas conocidas de la poblacién. Asi, por ejemplo,
se conoce que un 12% de los estadounidenses adultos son negros. Por tanto, la
distribucién de la variable X del nimero de negros en una muestra aleatoria sim-
ple de 1.500 adultos debe ser binomial (n = 1.500, p = 0,12).

(a) ;Cuales son la media y la desviacién tipica de X?

(b) Utiliza la aproximacién normal para hallar la probabilidad de que la mues-
tra contenga como méximo 170 negros. Asegtrate de comprobar que se cumplen
las condiciones necesarias para utilizar la aproximacién normal.

RESUMEN DE LA SECCION 5.3

Un recuento X de éxitos tiene una distribucién binomial sélo en una situacién
binomial, es decir: hay n observaciones; las observaciones son independientes
entre si; cada observacion tiene dos resultados posibles: éxito o fracaso; y cada
observacién tiene la misma probabilidad p de éxito.

Una distribucién binomial con 1 observaciones y con una probabilidad p de
éxito es una buena aproximacion a la distribucién del recuento de éxitos en una
muestra aleatoria simple de tamafio n de una poblacién de gran tamafio con
una proporcién p de éxitos.

Si X tiene una distribucién binomial con pardmetros 1 y p, los valores posibles
de X son los ntimeros enteros 0, 1, 2, ..., n. La probabilidad binomial de que X
tome un valor k es

Pex =) = () - prt
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El coeficiente binomial

determina el nimero de maneras distintas con las que se puede combinar k éxitos
entre n observaciones. Aqui el factorial n! es

nl=nxm—-1)xm—-2)x---x3x2x1

para nimeros enteros positivos nny 0! = 1.
La media y la desviacién tipica de un recuento binomial X son

po= np
c = y/np(l—p)

La aproximacién normal a la distribucién binomial dice que si X es un re-
cuento que tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p, cuando 7 es
grande, X es aproximadamente N (np, /np(1 — p)). Utilizaremos esta aproxima-
cién cuando np > 10y n(1 — p) > 10.

EJERCICIOS DE LA SECCION 5.3

5.30. ;Situacién binomial? En cada una de las siguientes situaciones, jes razo-
nable suponer que la distribucién de la variable X es binomial? Justifica tus res-
puestas.

(@) Un fabricante de coches escoge un automévil cada hora de produccién
para llevar a cabo una inspeccién detallada de calidad. Una de las variables re-
gistradas es el nimero de defectos en el acabado de la pintura.

(b) Se han preseleccionado 100 personas al azar entre los residentes de una
gran ciudad para formar parte de un tribunal popular. A cada una de las personas
preseleccionadas se le pregunta si estd a favor o en contra de la pena de muerte;
X es el nimero de personas que dicen “Si”.

(c) Jaime compra cada semana un boleto del sorteo de la ONCE X es el nt-
mero de veces que gana un premio en un afo.

5.31. ;Situacién binomial? En cada una de los siguientes situaciones, decide si
la distribucién binomial es un modelo de probabilidad adecuado. Justifica tus
respuestas.
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(a) Cincuenta estudiantes asisten a un curso sobre distribuciones binomia-
les. Después de terminarlo, todos los estudiantes hacen un examen. Se hace un
recuento del nimero de estudiantes que aprueban.

(b) Un estudiante estudia las distribuciones binomiales mediante un progra-
ma informaético. Después de seguir las primeras instrucciones del programa, és-
te presenta 10 problemas. El estudiante debe resolver cada uno e introducir su
respuesta. Si es incorrecta, el programa proporciona informacién adicional entre
problemas. Se hace un recuento del ntimero de problemas que el alumno resuelve
correctamente.

(c) Un quimico repite una prueba de solubilidad 10 veces con el mismo pro-
ducto. Cada prueba se lleva a cabo a una temperatura que supera en 10° a la
prueba anterior. El quimico hace un recuento del niimero de veces que el produc-
to se disuelve completamente.

5.32. Digitos aleatorios. Cada valor de una tabla de digitos aleatorios como por
ejemplo la tabla B, tiene una probabilidad igual a 0,1 de ser 0. Todos los digitos
de la tabla son independientes entre si.

(a) ¢(Cuaél es la probabilidad de que un grupo de cinco digitos de la tabla con-
tenga al menos un 0?

(b) En una serie de 40 digitos, ;cudl es el nimero medio de ceros?

5.33. Mujeres solteras. Entre las mujeres que trabajan, el 25% nunca se ha casado.
Selecciona al azar a 10 mujeres con empleo.

(a) El recuento de mujeres de tu muestra que nunca se ha casado tiene una
distribucién binomial. ;Cudles son los valores de n 'y p?

(b) ;Cudl es la probabilidad de que exactamente 2 de las 10 mujeres de tu
muestra nunca se haya casado.

(c) ;Cuadl es la probabilidad de que como maximo 2 mujeres nunca se hayan
casado?

(d) En este tipo de muestras, jcudl es la media del nimero de mujeres que
nunca se han casado? ;Cuaél es la desviacion tipica?

5.34. Prueba de percepcién extrasensorial. En una prueba de percepcién extra-
sensorial, se le dice a un sujeto que las cartas que no puede ver tienen impresas
0 una copa, o una espada, o un oro o un basto. Cuando el investigador mira ca-
da una de las 20 cartas de la baraja, el sujeto tiene que decir cudl es el simbolo
impreso en la carta. Un sujeto que esté simplemente adivinando tiene una proba-
bilidad de 0,25 de acertar en cada carta.
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(a) El recuento de aciertos en 20 cartas tiene una distribucién binomial. ; Cué-
les son los valores de n y p?

(b) Después de muchas repeticiones, ;cudl es el niimero medio de aciertos?

(c) ;Cudl es la probabilidad de exactamente 5 aciertos?

5.35. Teoria del paseo aleatorio. Una persona que cree en la teorfa del “paseo
aleatorio” de los mercados de valores (random walk) piensa que el indice de pre-
cios de las acciones tiene una probabilidad igual a 0,65 de aumentar, en cualquier
afio. Ademads, cree que el valor del indice en un afio concreto no esta influido por
la subida o bajada del indice en afios anteriores. Sea X el ntimero de afos, entre
los proximos 6, en los cuales el indice sube.

(a) X tiene una distribucién binomial. ;Qué valores toman n y p?

(b) ;Qué valores puede tomar X?

(c) Halla la probabilidad de cada uno de los valores de X. Dibuja un histogra-
ma de probabilidad de la distribucién de X.

(d) ;Qué valores toman la media y la desviacién tipica de esta distribucion?
Indica la situacién de la media en el histograma.

5.36. Detector de mentiras. Un informe oficial indica que la prueba del detector
de mentiras tiene una probabilidad aproximadamente igual a 0,2 de calificar de
mentirosa a una persona que no miente.*

(a) Una empresa pregunta a 12 personas que solicitan trabajo en ella sobre ro-
bos acaecidos en sus anteriores empleos. La empresa utiliza un detector de menti-
ras para comprobar la veracidad de sus afirmaciones. Supén que las 12 personas
contestan la verdad. ;Cudl es la probabilidad de que la mdquina confirme que
las 12 personas dicen la verdad? ;Cudl es la probabilidad de que el detector de
mentiras detecte que al menos una de estas personas miente?

(b) ;Cuadl es la media de personas clasificadas como mentirosas entre las 12
personas no mentirosas? ;Cudl es la desviacién tipica de este valor?

(c) ;Cual es la probabilidad de que el ntimero de personas clasificadas como
mentirosas sea menor que la media?

5.37. Prueba de respuesta mdaltiple. He aqui un ejemplo de modelo de probabi-
lidad para una prueba de respuesta multiple. Supén que cada estudiante tiene

4Office of Technology Assessment, Scientific Validity of Polygraph Testing: A Research Review and
Evaluation, Government Printing Office, Washington, D.C., 1983.
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una probabilidad p de responder correctamente a una pregunta escogida al azar
entre el universo de posibles preguntas. (Un estudiante bien preparado tienen
una p mayor que uno que haya estudiado poco.) Las respuestas a las diferentes
preguntas son independientes. Marfa es una buena estudiante con una p = 0,75.

(a) Utiliza la aproximacién normal para hallar la probabilidad de que Maria
obtenga como maximo un 70% de aciertos en una prueba de 100 preguntas.

(b) Si la prueba consta de 250 preguntas, ;cudl es la probabilidad de que Ma-
ria obtenga como maximo un 70% de aciertos?

5.38. Investigacién de mercado. Vuelve a la muestra del ejercicio 5.27. Hallas que
100 de las 200 personas de tu muestra afirma que prefiere comer pescado cuando
come fuera de casa. Este resultado, ;te lleva a creer que el porcentaje de personas
que prefiere comer pescado en Cérdoba es superior al 40%? Para responder esta
pregunta, halla la probabilidad de que X sea mayor o igual que 100, si el valor
p = 0,4 es correcto. Si esta probabilidad es muy pequefia, tenemos un motivo
para creer que p es realmente mayor de 0,4.

5.39. Planificacion de una encuesta. Estas planificando llevar a cabo una encuesta
con pequefias empresas de tu region. Escogerds una muestra aleatoria simple de
empresas a partir del listado telefénico de las Paginas Amarillas. Por experiencia
sabes que s6lo la mitad de las empresas que contactas responden.

(a) Si contactas con 150 empresas, jes razonable utilizar la distribucién bino-
mial conn = 150 y p = 0,5 para hallar el niimero de empresas que responden?
Justifica tu respuesta.

(b) ;Cuél es el valor de la media de empresas que responden?

(c) ;Cuadl es la probabilidad de que como maximo respondan 70 empresas?
(Utiliza la aproximacién normal.)

(d) Si queremos que el valor de la media de empresas que responden suba
hasta 100, ;cudl debe ser el tamario de la muestra?

5.4 Probabilidad condicional

En la seccién 2.6 nos encontramos con la idea de distribucién condicionada, es decir,
la distribucién de una variable cuando se cumple una determinada condicién.
Vamos a introducir esta idea en el contexto de la probabilidad.
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EJEMPLO 5.14. Suicidios

He aqui una tabla de contingencia sobre los suicidios acaecidos recientemente,
clasificados segtn el sexo y segtn si la victima utiliz6 o no un arma de fuego
para suicidarse.

Hombre Mujer Total
Arma de fuego 16.381 2.559 18.940
Otra 9.034 3.536 12.570
Total 25415 6.095 31.510

Escoge un suicidio al azar. ;Cudl es la probabilidad de que se utilizara un
arma de fuego? Debido a que “escoger al azar” da a todos los 31.510 suicidios
las mismas posibilidades de ser escogidos, esta probabilidad no es més que la
proporcién de suicidios en los que se utiliz6 un arma de fuego:

P(arma de fuego) =

Nos dicen que el suicidio escogido correspondia a una mujer. Una mirada a
la tabla muestra que las posibilidades de que una mujer utilice un arma de fuego
son menores que para un hombre. La probabilidad de que se utilice un arma de
fuego, dada la informacién de que el suicida era una mujer, es

2,559

6,005 ~ 042

P(arma de fuego | mujer) =

Esto es una probabilidad condicionada. B

La probabilidad condicionada de 0,42 del ejemplo 5.14 da la probabilidad de
un suceso (el suicida utiliza un arma de fuego) bajo la condicién de que conoce-
mos otro suceso (la victima era una mujer). Puedes leer la barra | como “dada la
informacién de que”. Hallamos la probabilidad condicional a partir de la tabla de
contingencia, utilizando el sentido comun.

Queremos convertir este sentido comtn en algo mds general. Para hacerlo,
razonamos de la manera siguiente. Para hallar la proporcién de suicidios que im-
plican a la vez que la victima sea mujer y que ademas utiliz6 un arma de fuego,
en primer lugar halla la proporcién de mujeres entre los suicidas. Luego, multi-
plica por la proporcién de mujeres suicidas que utilizaron un arma de fuego. Si

Probabilidad
condicionada
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el 20% de los suicidas eran mujeres y la mitad de éstas utilizaron armas de fuego,
entonces la mitad del 20%, es decir, el 10%, son mujeres que utilizaron armas de
fuego. Las proporciones reales del ejemplo 5.14 son

P(mujer y armas de fuego) = P(mujer) x P(arma de fuego | mujer)

(0,193)(0,42) = 0,081

Puedes comprobar que esto es cierto: la probabilidad de que un suicida esco-
gido al azar sea una mujer que utiliz6 una arma de fuego es

2,559

P(mujer y armas de fuego) = 31510

= 0,081

Antes de pasar a una notacién mds formal, intenta pensar en esto a tu manera.
Acabamos de descubrir la regla general de la multiplicaciéon para probabilidades.

REGLA GENERAL DE LA MULTIPLICACION PARA DOS SUCESOS
CUALESQUIERA

La probabilidad de que dos sucesos A y B ocurran simultdneamente se
puede hallar de la siguiente manera

P(AyB) = P(A)P(B| A)

Aqui P(B| A) es la probabilidad de que ocurra B condicionada a que ha
ocurrido B.

En palabras, esta regla dice que para que dos sucesos ocurran simultanea-
mente, debe ocurrir primero uno de ellos, y luego, una vez ha ocurrido éste, debe
tener lugar el otro.

EJEMPLO 5.15. Ramén quiere diamantes

Ramon es un jugador profesional de poquer y quiere obtener dos diamantes se-
guidos. Esta sentado junto a la mesa, observa las cartas de su mano y las que
hay vueltas hacia arriba, encima de la mesa. Sobre ésta, Ramoén ve 11 cartas. De
ellas, 4 son diamantes. La baraja completa, de 52 cartas, contiene 13 diamantes,
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por tanto, 9 de las 41 cartas restantes son diamantes. Debido a que las cartas de
barajaron cuidadosamente, cada una de las cartas que coge Ramon tiene las mis-
mas posibilidades de ser cualquiera de las cartas que no se han descubierto.

Para hallar la probabilidad de que Ramoén saque dos diamantes, en primer
lugar calcula

9
P(la primera carta es diamante) = a
. . . 8
P(la segunda carta es diamante | la primera carta es diamante) = 0

Ramoén halla las dos probabilidades haciendo un recuento de cartas. La pro-
9
I
ya que 9 de las 41 no descubiertas son diamantes. Si la primera carta es un dia-

babilidad de que la primera carta escogida por Ramoén sea un diamante es

mante, quedan 8 diamantes entre las 40 cartas restantes. Por tanto, la probabilidad

condicional de otro diamante es +. Segun la regla de la multiplicacion estable-

ce que

P(ambas cartas son diamantes) = % X % = 0,044

Ramoén tiene que tener suerte para sacar el segundo diamante. l

Recuerda que los sucesos A y B juegan papeles diferentes en la probabilidad
condicionada P(B|A). El suceso A representa la informacién que tenemos; en
cambio, B es el suceso cuya probabilidad calculamos.

EJEMPLO 5.16. Coches de policia
Un 85% de los coches de la Guardia Urbana de Lugo corresponden al modelo ZX
de Citroen. Un 70% de todos éstos que circulan por Lugo son coches de policia.

Si ves por el retrovisor un ZX, la probabilidad de que sea un coche de la Guardia
Urbana es

P(coche de policia | Citron ZX) = 0,70

El 85% es una probabilidad condicional diferente; no la utilizamos cuando
vemos un ZX que nos sigue.
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

5.40. Mujeres gerente. Escoge al azar una persona con empleo. Sea A el suceso de
que la persona escogida sea una mujer y B el suceso de que la persona escogida
trabaje como gerente o como profesional liberal. Datos del Gobierno nos dicen
que P(A) = 0,46. Entre las mujeres, la probabilidad de que ésta trabaje como ge-
rente o como profesional liberal es P(B | A) = 0,32. Halla la probabilidad de que
al escoger al azar una persona con empleo, ésta sea una mujer que trabaje como
gerente o como profesional liberal.

5.41. Comprando en Japén. Una empresa de Zaragoza compra controladores
electronicos a un proveedor japonés. El tesorero de la empresa cree que existe
una probabilidad de 0,4 de que en el préximo mes el euro baje con relacién al
yen japonés. El tesorero también cree que si el euro baja, existe una probabilidad
de 0,8 de que el proveedor japonés pida renegociar el contrato. ;Qué probabi-
lidad ha asignado el tesorero al suceso de que el euro baje y el proveedor pida
renegociar el contrato?

5.42. Suicidios. Utiliza la tabla de contingencia del ejemplo 5.14 relativo a tipos
de suicidio, para hallar las siguientes probabilidades condicionales:

(a) P(armas de fuego | hombre)

(b) P(hombre | armas de fuego)

5.4.1 Generalizacién de la regla de la multiplicacién

La regla de la multiplicacién se puede extender al caso de que varios sucesos
ocurran simultdneamente. Para calcular esta probabilidad, lo que hay que hacer
es condicionar cada suceso a la ocurrencia de todos los sucesos precedentes. Por
ejemplo, supongamos que tenemos tres sucesos A, By C. La probabilidad de que
los tres ocurran simultaneamente es

P(AyByC)=P(A)P(B|A) = (C|Ay B)

EJEMPLO 5.17. El futuro de los jugadores de baloncesto de secundaria

En EE UU, sélo el 5% de los chicos que en secundaria juegan a baloncesto compi-
ten en la liga universitaria cuando llegan a la universidad. De éstos, sélo el 1,7%
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llegan a jugar como profesionales. Sélo un 40% de los estudiantes que compi-
ten en la liga universitaria y luego en la liga profesional de baloncesto llegan a
graduarse.” Definamos los siguientes sucesos

A = {juega en laliga universitaria}
= {juega profesionalmente}

C

{profesional con carrera universitaria}

¢(Cuél es la probabilidad de que un estudiante de secundaria que juega a ba-
loncesto, compita en la liga universitaria y llegue a graduarse? Sabemos que

P(A) = 005
P(B|A) = 0017
P(C|AyB) = 04

La probabilidad que buscamos es

P(AyByC)

P(A)P(B|A)P(C|Avy B)
= 0,05 x 0,017 x 0,40 = 0,00034

Sélo unos 3 de cada 10.000 chicos que jugaban a baloncesto en secundaria
llegardn a competir en la liga universitaria, luego en la liga profesional y, ade-
mas, se graduaran en la universidad. Parece mds razonable que los chicos que
juegan a baloncesto en secundaria se concentren en sus estudios y no suefien con
la esperanza de llegar a jugadores profesionales. Bl

5.4.2 Probabilidad condicional y independencia
Si conocemos la P(A) yla P(Ay B), expresando de otra manera la regla de la mul-

tiplicacién, podemos llegar a la definicion de probabilidad condicional P(B | A) en
términos de probabilidades no condicionadas.

5Es un estudio de Harry Edwards, que apareci6 en el New York Times el 25 de febrero de 1986.
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DEFINICION DE PROBABILIDAD CONDICIONAL

Cuando P(A) > 0, la probabilidad de B condicionada a A viene da-

da por
P(B|A) = IW

La probabilidad condicional P(B | A) no tiene sentido si el suceso A no puede
ocurrir nunca; por tanto, es necesario que P(A) > 0 siempre que queramos calcu-
lar P(B | A). La definicién de probabilidad condicional nos recuerda el principio
de que todas las probabilidades, incluidas las condicionales, se pueden hallar
a partir de la asignacién de probabilidades a sucesos que describen fenémenos
aleatorios. En estas situaciones se utiliza la regla de la multiplicacién para hallar
P(Ay B).

La probabilidad condicional P(B | A) no es en general igual a la probabili-
dad P(B). Esto se debe a que, en general, la ocurrencia del suceso A nos propor-
ciona informacién adicional sobre la ocurrencia del suceso B. Si conocer que ha
ocurrido el suceso A no nos proporciona informacién adicional sobre B, entonces
A'y B son sucesos independientes. La definicién de independencia se expresa en
términos de probabilidad condicional.

SUCESOS INDEPENDIENTES

Dos sucesos A y B con probabilidades mayores que 0 son independien-
tes si
P(B|A) = P(B)

Esta definicién precisa el concepto de independencia que introdujimos en la
seccion 5.2. Vemos que la regla de la multiplicacién de sucesos independientes,
P(Ay B) = P(A)P(B) es un caso especial de la regla general de la multiplica-
cién, P(Ay B) = P(A)P(B| A), de la misma manera que la regla de la suma para
sucesos disjuntos es un caso especial de la regla general de la suma. En la practica,
casi nunca utilizaremos la definicién de independencia, ya que la mayoria de mo-
delos de probabilidad que utilizaremos supondran que los sucesos considerados
son independientes.
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APLICA TUS CONOCIMIENTOS

5.43. Graduados universitarios. He aqui el recuento de graduados de una uni-
versidad espafiola, en un afio reciente, clasificados segtin el tipo de graduacién y
el sexo del graduado.

Diplomatura Licenciatura Ingenieria Doctorado | Total

Mujeres 616 194 30 16 856
Hombres 529 171 44 26 770
Total 1.145 365 74 42 1.626

(a) Si escoges un graduado al azar, ;cudl es la probabilidad de que el gradua-
do sea una mujer?

(b) Si la persona escogida se gradud en ingenieria, ;cudl es la probabilidad de
que sea una mujer?

(c) Los sucesos “escoger una mujer” y “escoger un graduado en ingenieria”,
(son independientes? Justifica tu respuesta.

5.44. Ingresos y educacién. Selecciona al azar un hogar de la Unién Europea.
Sea A el suceso de que los ingresos totales de los miembros del hogar sean su-
periores a 75.000 € y B el suceso de que el cabeza de familia del hogar tenga
estudios universitarios. De acuerdo con el Eurostat, P(A) = 0,15, P(B) = 0,25y
P(Ay B) =10,09.

(a) Halla la probabilidad de que el cabeza de familia del hogar tenga estudios
universitarios, condicionada a que los ingresos totales del hogar sean superiores
a 75.000 €.

(b) Halla la probabilidad de que los ingresos totales del hogar sean superiores
a75.000 €, condicionada a que el cabeza de familia tenga estudios universitarios.

(c) Los sucesos A y B, ;son independientes? Justifica tu respuesta.

RESUMEN DE LA SECCION 5.4

La probabilidad condicionada P(B | A) de un suceso B dado que ha tenido lugar
el suceso A se define de la siguiente manera

P(AyB)

P(B|A) = =505
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Cuando P(A) > 0. Sin embargo, en la practica, las probabilidades condicio-
nales se suelen hallar directamente a partir de la informacién de que disponemos,
sin necesidad de utilizar la definicién.

Cualquier asignacién de probabilidad debe cumplir la regla general de la
multiplicaciéon P(Ay B) = P(A)P(B| A).

Ay B son independientes si P(B|A) = P(B). En este caso, la regla de la
multiplicacién se expresa como P(Ay B) = P(A)P(B).

EJERCICIOS DE LA SECCION 5.4

5.45. Inspeccién de interruptores. Un envio contiene 10.000 interruptores. De és-
tos, 1.000 son defectuosos. Un inspector extrae al azar interruptores del envio; por
tanto, todos ellos tienen la misma probabilidad de ser escogidos.

(a) Extrae un interruptor. ;Cudl es la probabilidad de que sea defectuoso?
¢Cudl es la probabilidad de que no lo sea?

(b) Supén que el primer interruptor que extrajiste fuera defectuoso. ;Cudn-
tos interruptores quedan? ;Cudntos de éstos son defectuosos? Extrae al azar un
segundo interruptor. ;Cudl es la probabilidad de que sea defectuoso?

(c) Contesta (b) otra vez, pero ahora supon que el primer interruptor extraido
no era defectuoso.

Comentario: Conocer el resultado de la primera de las extracciones cambia
la probabilidad condicional de la segunda extraccién. Pero debido a que el envio
es grande, las probabilidades cambian muy poco. Las extracciones son casi inde-
pendientes.

5.46. Salsa y merengue. Cada vez son mds populares estilos musicales distintos
del rock y del pop. Una encuesta realizada a estudiantes universitarios halla que
al 40% les gusta la salsa, al 30% les gusta el merengue y que al 10% les gusta tanto
la salsa como el merengue.

(@) ¢Cuadl es la probabilidad de que a un estudiante le guste el merengue,
condicionada a que le gusta la salsa?

(b) ;Cual es la probabilidad de que a un estudiante le guste el merengue, con-
dicionada a que no le gusta la salsa? (Un diagrama de Venn puede ayudarte.)

5.47. Graduados universitarios. El ejercicio 5.43 proporciona datos sobre los gra-
duados de una universidad espanola. Utilizalos para responder a las preguntas
siguientes:
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(a) Si escoges un graduado al azar, ;cudl es la probabilidad de que sea un
hombre?

(b) ;Cudl es la probabilidad de que la persona escogida tenga una diploma-
tura, condicionada a que es un hombre?

(o) Utiliza la regla de la multiplicacién para hallar la probabilidad de que la
persona escogida tenga una diplomatura y sea un hombre. Comprueba tu resul-
tado hallando directamente esta probabilidad en la tabla de contingencia.

5.48. Probabilidad de color. Un jugador de péquer tiene color cuando sus cartas
son de la misma figura. Vamos a hallar la probabilidad de un color cuando se
reparten cinco cartas. Recuerda que una baraja contiene 52 cartas, 13 de cada
figura y que si se barajan bien las cartas, todas tienen la misma probabilidad de
ser escogidas.

(a) Nos vamos a concentrar en las picas. ;Cudl es la probabilidad de que la
primera carta escogida sea de picas? ;Cuadl es la probabilidad de que la segunda
carta sea de picas, condicionada a que la primera carta ya lo fue?

(b) Sigue haciendo recuentos de las cartas que permanecen en la baraja para
hallar las probabilidades de que la tercera, la cuarta y la quinta cartas sean de
picas, si todas las anteriores también lo fueron.

(c) La probabilidad de haber escogido cinco cartas de picas es igual al pro-
ducto de las cinco probabilidades que hemos hallado. ;Por qué? ;Cuadl es el valor
de esta probabilidad?

(d) La probabilidad de haber escogido cinco corazones, cinco diamantes o cin-
co tréboles es la misma que la probabilidad de haber escogido cinco picas. ;Cuél
es la probabilidad de obtener color?

5.49. Probabilidad geométrica. Escoge al azar un punto en un rectdngulo de lados
0 <x<1y0 <y <1.Laprobabilidad de que un punto esté situado dentro del
rectdngulo de lados x e y es igual al drea del mismo. Sea X la base del rectdngulo
e Y su altura. Halla la probabilidad condicional P(Y < 1|Y > X. (Sugerencia:
dibuja en un diagrama de coordenadas los sucesos Y < 1y Y > X.)

5.50. Probabilidad de una escalera real. Una escalera real es la mejor combina-
cién de cartas que se puede obtener. Esta formada por un As, una K, una Q, una]j
y un 10, siendo todas las cartas del mismo palo. Modifica el procedimiento segui-
do en el ejercicio 5.48 para hallar la probabilidad de obtener una escalera real en
una mano de 5 cartas.
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5.51. Renta bruta. A continuacién se presenta la distribucién de probabilidad de
la renta bruta de los ciudadanos europeos (expresada en miles de euros):

Renta <10 1029 3049 50-99 > 100
Probabilidad | 0,12 039 0,24 020 0,05

(a) ;Cual es la probabilidad de que la renta bruta de un ciudadano europeo
escogido al azar sea mayor o igual de 50.000 €7

(b) Si la renta bruta de un ciudadano europeo es al menos de 50.000 €, ;cudl
es la probabilidad condicional de que sea al menos de 100.000 €?

5.52. Clasificaciéon de las ocupaciones. El ejercicio 4.62 proporciona la distribu-
cién de probabilidad de la ocupacion y el sexo de un trabajador europeo escogido
al azar. Utiliza esta distribucién para responder a las preguntas siguientes:

(a) Si el trabajador estd empleado como gerente (clase A), scudl es la probabi-
lidad de que sea una mujer?

(b) Las clases D y E incluyen a los mecanicos y a los obreros industriales.
Si una persona estd empleada en un trabajo correspondiente a una de estas dos
clases, ;cudl es la probabilidad de que sea una mujer?

(c) El sexo y el tipo de trabajo, ;son independientes? ;Cémo lo sabes?

5.53. Distribuciones geométricas. Lanzas un dado bien equilibrado; por tanto, la
probabilidad de obtener un 1 es 1. Los lanzamientos son independientes. Estamos
interesados en saber cudnto tenemos que esperar para obtener el primer 1.

(a) La probabilidad de obtener un 1 en el primer lanzamiento es ;. ;Cudl es
la probabilidad de que en el primer lanzamiento no obtengamos un 1 y que si lo
obtengamos en el segundo?

(b) ;Cuadl es la probabilidad de que los dos primeros lanzamientos no sean 1
y de que el tercer lanzamiento si lo sea? Esta es la probabilidad de que el primer
1 aparezca en el tercer lanzamiento.

(c) Ya habrés descubierto cémo calcular estas probabilidades. ;Cudl es la pro-
babilidad de que el primer 1 aparezca en el cuarto lanzamiento? ;Y de que apa-
rezca en el quinto? Expresa el célculo de estas probabilidades de forma general:
(cudl es la probabilidad de que el primer 1 aparezca en el k-ésimo lanzamiento?

Comentario: la distribucién del ndmero de ensayos necesarios hasta obtener
el primer éxito se llama distribucién geométrica. En este problema has hallado
la distribucién geométrica de probabilidades cuando la probabilidad de éxito de
cada ensayo es p = :. La misma idea es aplicable para cualquier p.
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REPASO DEL CAPITULO 5

En este capitulo hemos visto algunos temas adicionales de probabilidad que son
ttiles para la modelizacién, pero que no son necesarios para nuestro estudio de
la estadistica. La seccién 5.2 trata sobre las reglas generales que deben cumplir
todos los modelos de probabilidad, incluyendo la importante regla de la multi-
plicacién de sucesos independientes. Existen muchos modelos de probabilidad
especificos de determinadas situaciones. En la seccién 5.3 se utiliza la regla de la
multiplicaciéon para construir uno de los modelos de probabilidad més importan-
tes: la distribucién binomial de recuentos. Recuerda que no todos los recuentos
tienen una distribucién binomial, de la misma manera que no todas las varia-
bles que medimos tienen una distribucién normal. Cuando los sucesos no son
independientes, necesitamos utilizar la idea de probabilidad condicional. Este es
precisamente el tema de la secciéon 5.4. Llegados a este punto, expresamos las re-
glas de la probabilidad en su forma mas general. He aqui un resumen de lo que
tienes que haber aprendido en este capitulo.

A.REGLAS DE LA PROBABILIDAD

1. Utilizar los diagramas de Venn para visualizar relaciones entre varios su-
cesos.

2. Utilizar la regla general de la suma para hallar probabilidades que impliquen
sucesos que se solapen.

3. Comprender la idea de independencia. Valorar cudndo es razonable utilizar
la suposicién de independencia para construir un modelo de probabilidad.

4. Utilizar la regla de la multiplicaciéon de sucesos independientes en combina-
cién con otras reglas de probabilidad para hallar probabilidades de sucesos
complejos.

5. En el caso de sucesos independientes, utilizar la regla de la multiplicaciéon en
combinacién con otras reglas de probabilidad para hallar la probabilidad de
sucesos complejos.

B. DISTRIBUCION BINOMIAL

1. Identificar una situacién binomial: estamos interesados en el recuento de éxi-
tos en n ensayos independientes que tienen la misma probabilidad p de éxito.
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2. En una situacién binomial, utilizar la distribucién binomial para hallar pro-
babilidades de recuentos cuando 7 es pequena.

3. Hallar la media y la desviacién tipica de un recuento binomial.

4. Identificar cudndo se puede utilizar la aproximacién normal a la binomial.
Utilizar la aproximacién normal para calcular probabilidades que impliquen
un recuento binomial.

C. PROBABILIDAD CONDICIONAL

1. Comprender la idea de probabilidad condicional. Hallar probabilidades con-
dicionales de individuos escogidos al azar a partir de una tabla de resultados
posibles.

2. Utilizar la regla general de la multiplicacién para hallar la P(A y B) de P(A)
y la probabilidad condicional P(B | A).

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 5

5.54. Tanques con fugas. En las estaciones de servicio, las fugas en tanques sub-
terrdneos de carburante pueden perjudicar el medio ambiente. Se estima que el
25% de estos tanques tienen pérdidas de carburante. Examinas 15 tanques esco-
gidos al azar, y de forma independiente.

(a) En muestras de 15 depésitos, ;cudl es la media de tanques que presentan
fugas?

(b) En muestras de 15 depdsitos, ;jcudl es la probabilidad de que al menos
10 tanques presenten fugas?

(c) Supdn que ahora tienes una muestra aleatoria de 1.000 tanques escogidos
por todo el pais, jcudl es la probabilidad de que al menos 275 de estos tanques
tengan fugas de carburante?

5.55. Bonos educativos. Una encuesta de opinién pregunta a una muestra de 500
adultos si estan a favor de dar a padres de nifios en edad escolar bonos educati-
vos que se puedan canjear por ensefianza en cualquier escuela ptblica o privada
de su eleccion. El Estado pagaria a cada escuela segtin el nimero de bonos re-
cogidos. Supén que el 45% de la poblacion estd a favor de esta idea. ;Cudl es la
probabilidad de que mds de la mitad de la muestra esté a favor? (Supén que
la muestra es aleatoria simple.)
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5.56. Captacion de estudiantes que abandonaron los estudios. El 14,1 % de eu-
ropeos entre 18 y 24 afios abandonaron los estudios de secundaria. Una escuela
quiere captar a este tipo de personas y para ello envia folletos informativos a una
lista de 25.000 individuos entre 18 y 24 afios que abandonaron los estudios.

(a) Si la lista se puede considerar una muestra aleatoria simple de la pobla-
cién, ;cudl es la media de este tipo de personas que recibirdn el folleto infor-
mativo?

(b) ;Cual es la probabilidad de que al menos 3.500 personas de este tipo reci-
ban el folleto informativo?

5.57. Esta moneda, jestd equilibrada? En el transcurso de la Segunda Guerra
Mundial, mientras estuvo preso por los alemanes, John Kerrich lanzé 10.000 veces
una moneda al aire. Obtuvo 5.067 caras. Supén que los lanzamientos de Kerrich
son una muestra aleatoria simple de la poblacién correspondiente a todos los lan-
zamientos posibles de esta moneda. Si la moneda esta perfectamente equilibrada,
p = 0,5. ;Existe algtin motivo para creer que Kerrich obtuvo demasiadas caras
para que su moneda estuviera equilibrada? Para responder a esta pregunta, halla
la probabilidad de que una moneda equilibrada nos diera al menos 5.067 caras en
10.000 lanzamientos. ;Cudl es tu conclusion?

5.58. ;Quién conduce? Un profesor de sociologia pide a los alumnos de su clase
que se fijen en los coches en los que en los asientos delanteros haya una mujer y
un hombre, y que anoten si conduce el hombre o la mujer.

(a) Explica por qué es razonable utilizar la distribucién binomial para el na-
mero de hombres que conducen en 7 coches si todas las observaciones se hacen
en la misma localidad y en el mismo dia.

(b) Explica por qué no se puede utilizar el modelo binomial si la mitad de
las observaciones se obtienen a la salida de misa un domingo y la otra mitad a la
salida de una discoteca a las cuatro de la mafiana.

(c) El profesor pide a los estudiantes que observen 10 coches durante las ho-
ras de trabajo en un pequefio barrio préximo a la universidad. Por experiencia
sabemos que en este barrio el 85% de las veces los hombres conducen. En 10 ob-
servaciones, jcudl es la probabilidad de que cémo maximo en 8 conduzca un
hombre?

(d) En clase hay 10 estudiantes, que observardn un total de 100 automévi-
les. ;Cual es la probabilidad de que como méximo en 80 ocasiones conduzca un
hombre?
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5.59. Ingresos y ahorros. Una encuesta escoge una muestra de hogares y determi-
na los ingresos y los ahorros anuales de cada hogar. Estamos interesados en los

sucesos
A = elhogar escogido tiene unos ingresos de al menos 100.000 €
C = los ahorros del hogar escogido son al menos de 50.000 €

A partir de esta muestra, estimamos que P(A) = 0,07 y que P(C) = 0,2.

(a) Queremos hallar la probabilidad de que un hogar tenga unos ingresos
anuales de al menos 100.000 € o unos ahorros anuales de al menos 50.000 €.
Explica por qué no tenemos suficiente informacién para hallar esta probabilidad.
¢ Qué informacién suplementaria necesitamos?

(b) Queremos hallar la probabilidad de que un hogar tenga unos ingresos
anuales de al menos 100.000 € y unos ahorros anuales de al menos 50.000 €. Ex-
plica por qué no tenemos suficiente informacién para hallar esta probabilidad.
:Qué informacién adicional necesitamos?

5.60. Te has desgarrado un tendén y te vas a someter a una operacién para curar
la lesién. El cirujano te comenta que en el 3% de las intervenciones se infecta la
herida. En el 14% de las operaciones no se consigue curar la lesién. En el 1% de las
intervenciones no se consigue curar la lesién y, ademads, la herida se infecta. ;En
qué porcentaje de estas intervenciones se cura la lesién y no se infecta la herida?

5.61. Construcciones Izaguirre se ha presentado a dos ofertas ptiblicas de cons-
truccion. El presidente de esta empresa cree que tiene una probabilidad de 0,6
de ganar el primer concurso (suceso A) y una probabilidad de 0,4 de ganar el
segundo concurso (suceso B). La probabilidad de ganar simultdneamente los dos
concursos es 0,2.

(a) ;Cuadl es la probabilidad del suceso {A o B}, es decir, de que la empresa
gane al menos uno de los dos concursos?

(b) Has oido que Construcciones Izaguirre ha ganado el segundo concurso.
Dada esta informacion, ;cudl es la probabilidad de que esta empresa gane el pri-
mer concurso?

5.62. Dibuja un diagrama de Venn que ilustre la relacion entre los sucesos A 'y B
del ejercicio 5.61. Calcula la probabilidad y sefiala en el diagrama los siguientes
sucesos:

(a) Construcciones Izaguirre gana los dos concursos.

(b) Construcciones Izaguirre gana el primer concurso, pero pierde el segundo.
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(c) Construcciones Izaguirre pierde el primer concurso, pero sin embargo ga-
na el primero.
(d) Construcciones Izaguirre no gana ningtin concurso.

5.63. Datos de empleo. En Espafia se entiende por poblacién activa a todas las
personas mayores de 16 afios que buscan o que tienen un empleo. Escoge al azar
a un individuo que pueda formar parte de la poblacion activa. Sea A el suceso
de que la persona escogida sea una mujer y B el suceso de que esta persona tiene
trabajo. E1 35% de la poblacion activa son mujeres. De las mujeres que forman par-
te de la poblacién activa, el 79% tiene trabajo. Entre los hombres que forman parte
de la poblacién activa, el 87% tiene trabajo.

(a) Expresa cada uno de los porcentajes anteriores como probabilidades que
impliquen a los sucesos A y B, por ejemplo P(A) = 0,35.

(b) Los sucesos “se escoge una persona que tiene trabajo” y “se escoge a una
mujer”, json independientes? ;Cémo lo sabes?

(c) Encuentra la probabilidad de que la persona escogida sea una mujer con
empleo.

(d) Halla la probabilidad de que la persona escogida sea un hombre.

(e) Halla la probabilidad de que la persona escogida tenga trabajo. (Recuerda
que una persona con trabajo puede ser un hombre o una mujer.)

5.64. Prueba del sida. Una prueba para detectar la presencia de anticuerpos del
virus del sida en la sangre tiene una probabilidad del 0,997 de detectarlos cuando
éstos estdn presentes y una probabilidad de 0,003 de no detectarlos. Cuando los
anticuerpos del virus del sida no estdn presenten, la probabilidad de que la prue-
ba dé un falso positivo es de 0,015 y la probabilidad de que dé negativo es 0,985.°
Supoén que el 1% de una gran poblacion tiene anticuerpos del virus del sida en su
sangre.

(a) La informacién proporcionada incluye cuatro probabilidades condiciona-
les y una probabilidad no condicionada. Asigna letras a los sucesos y expresa la
informacién como P(A), P(B| A) y asi sucesivamente. En lo que resta de ejercicio
utiliza esta notacién.

(b) ;Cuaél es la probabilidad de que la persona escogida no tenga anticuerpos
del virus del sida y sin embargo el resultado de la prueba sea positivo?

OE. M. Sloand et al., “HIV testing: state of the art”, Journal of the American Medical Association, 266,
1991, pags. 2.861-2.866.
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(c) ;Cudl es la probabilidad de que la persona escogida tenga anticuerpos del
virus del sida y el resultado de la prueba sea positivo?

(d) ;Cuadl es la probabilidad de que el resultado de la prueba sea positivo?
(Sugerencia: la persona escogida puede tener o no anticuerpos del virus del sida.
Un diagrama de Venn te puede ayudar.)

(e) Utiliza la definicién de probabilidad condicional y tus resultados en (b) y
(d) para hallar la probabilidad de que una persona no tenga anticuerpos del virus
del sida, condicionada por el resultado de la prueba fue positivo. (Este resultado
ilustra un hecho importante: cuando una situacién es poco frecuente, como en
el caso que estamos considerando, tener anticuerpos del virus del sida, muchos
resultados positivos de la prueba son en realidad falsos positivos.)



6.

INTRODUCCION A LA
INFERENCIA ESTADISTICA

JERZY NEYMAN

Los métodos mas utilizados en inferencia estadistica son los intervalos
de confianza y las pruebas de significaciéon. Ambos métodos son un
producto del siglo XX. A partir de un complejo y a veces confuso ori-
gen, las pruebas estadisticas tomaron su forma actual en los escritos de
R. A. Fisher, al cual nos encontramos al comienzo del capitulo 3. Los
intervalos de confianza aparecieron en 1934 gracias al ingenio de Jerzy
Neyman (1894-1981).

Neyman se formé en Polonia y, al igual que Fisher, trabajé en un
instituto de investigacién agricola. En 1934, Neyman se trasladé a Lon-
dres y en 1938 obtuvo una plaza de profesor en la University of Califor-
nia en Berkeley. En EE UU Neyman fund6 el Laboratorio de Estadistica
en Berkeley (Berkeley’s Statistical Laboratory), del que fue director incluso
después de su jubilacién en 1961. Esta no significé una disminucién de
su actividad cientifica —permanecié activo hasta el final de su larga vi-
da, e incluso después de jubilado casi llegé a duplicar el nimero de sus
publicaciones—. Los problemas estadisticos derivados de campos tan di-
versos como la astronomia, la biologia y la climatologia atrajeron la aten-
cién de Jerzy Neyman.

A Neyman y a Fisher se les considera los fundadores de la estadistica
aplicada moderna. Aparte de dar a conocer los intervalos de confianza,
Neyman contribuyo a la sistematizacion de la teoria del muestreo y dio
un nuevo enfoque a las pruebas de significacion. Fisher, a quien le encan-
taba la polémica, mostr6 su desagrado por el enfoque de Neyman, el cual,
no siendo timido, respondi6é de manera enérgica.

Las pruebas de significacién y los intervalos de confianza son los te-
mas de este capitulo. Como la mayoria de los usuarios de la estadistica,
utilizaremos el método de Fisher para las pruebas de significacién. En-
contrards algunas de las ideas de Neyman en la tltima seccion, que es
optativa.
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6.1 Introduccion

Cuando obtenemos una muestra, conocemos las respuestas de cada uno de sus
individuos. No obstante, en general, no tenemos suficiente con la informacién de
la muestra. Queremos inferir a partir de los datos de la muestra alguna conclusién
sobre la poblacion que ésta representa.

INFERENCIA ESTADISTICA

La inferencia estadistica proporciona métodos que permiten sacar con-
clusiones de una poblacién a partir de los datos de una muestra.

No podemos estar seguros de que nuestras conclusiones sean correctas —otra
muestra podria conducirnos a otras conclusiones—. La inferencia estadistica uti-
liza el lenguaje de la probabilidad para indicar la fiabilidad de sus conclusiones.

En este capitulo nos encontraremos las dos modalidades principales de infe-
rencia estadistica. La seccién 6.2 trata sobre los intervalos de confianza, utilizados
para la estimacion del valor de un pardmetro poblacional. La secciéon 6.3 intro-
duce las pruebas de significacion, utilizadas para valorar la evidencia de una afir-
macién sobre una poblacioén. Las dos modalidades de inferencia se basan en la
distribucién muestral de estadisticos. Es decir, las dos modalidades de inferencia
proporcionan probabilidades que nos informan sobre lo que ocurriria si utiliza-
ramos el método de inferencia muchas veces.

Los razonamientos de la inferencia estadistica al igual que la probabilidad
tratan sobre las regularidades que aparecen después de muchas repeticiones. La
inferencia es mds fiable cuando los datos se han obtenido a partir de un disefio
aleatorio disefiado de forma correcta. Cuando utilices la inferencia estadistica,
actda como si tus datos fueran una muestra aleatoria o procedieran de un di-
sefio aleatorizado. Si no lo hicieras de esta manera, tus conclusiones pueden ser
facilmente criticadas. Las pruebas de significacion y los intervalos de confianza
no pueden solucionar problemas en la obtencién de datos tales como las muestras
de voluntarios o los experimentos incontrolados. Utiliza el anélisis de datos que
estudiaste durante los primeros tres capitulos de este libro y aplica la inferencia
s6lo cuando estés seguro de que realmente se puede utilizar con tus datos.

Este capitulo introduce los razonamientos utilizados en inferencia estadisti-
ca. [lustraremos los razonamientos con algunas técnicas de inferencia concretas.
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De todas formas estas técnicas se han simplificado de tal forma que no resultan
muy utiles en la préctica. En los préximos capitulos veremos como modificar es-
tas técnicas de manera que resulten aplicables a casos reales. En los préximos
capitulos también se introducirdn métodos de inferencia utilizables en la mayo-
ria de situaciones précticas que encontramos cuando aprendimos cémo explorar
los datos. En las bibliotecas existen libros y programas estadisticos llenos de técni-
cas més elaboradas. La utilizacién correcta de cualquiera de ellas exige que com-
prendas su fundamento. Un ordenador puede hacer los calculos, pero ti debes
decidir, basdndote en tus conocimientos, si el método es adecuado.

6.2 Estimacion con confianza

Los jévenes tienen mds posibilidades de encontrar un trabajo bien pagado si tie-
nen facilidad con los nimeros. ;Qué habilidades aritméticas tienen los jévenes
estadounidenses en edad de trabajar? Una fuente de datos es la encuesta NAEP
(National Assessment of Educational Progress), que se hace en EE UU para deter-
minar el nivel educativo de la poblaciéon. Esta encuesta se basa en una muestra
probabilistica de hogares a nivel nacional.

EJEMPLO 6.1. Resultados de la encuesta NAEP

La encuesta NAEP incluye una prueba breve de habilidad aritmética y de su
aplicacion a problemas reales. Los resultados de la prueba van de 0 a 500. Por
ejemplo, una persona que obtenga una puntuacién de 233 es capaz de sumar los
importes de dos cheques que aparecen en el justificante de un banco; alguien que
obtenga una puntuacién de 325 es capaz de calcular el precio de una comida a
partir de los precios de la carta; una persona con una puntuacién de 375 puede
transformar un precio expresado en centavos por gramo a ddlares por kilo.

En un afio reciente participaron en la encuesta NAEP 840 hombres entre 21
y 25 afios. Su puntuacién media en la prueba de cdlculo aritmético fue ¥ = 272.
Estos 840 hombres son una muestra aleatoria simple de la poblacién de hombres
jovenes. En base a esta muestra, ;qué podemos decir sobre la puntuacién media p
de la poblacién de los 9,5 millones de hombres jovenes de estas edades?' B

Francisco L. Rivera-Batiz, “Quantitative literacy and the likelihood of employment among young
adults”, Journal of Human Resources, 27,1992, pags. 313-328.
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La ley de los grandes ntimeros nos dice que la media ¥ de una gran muestra
aleatoria simple tomara un valor préximo a la media poblacional desconocida p.
Debido a que ¥ = 272, podemos suponer que y “estd cerca de 272”. Para hacer
mads preciso “cerca de 272", nos preguntamos: ; Cémo variaria la media muestral X si
tomdramos muchas muestras de 840 hombres jévenes de esta misma poblacion?

Recuerda las principales caracteristicas de la distribucion de x:

e [Elteorema del limite central nos indica que una media X calculada a partir
de 840 notas tiene una distribucién que se parece mucho a una distribu-
cién normal.

e Lamedia de esta distribucién normal es la misma que la media descono-
cida de la poblacién p.

e Ladesviacion tipica de X en una muestra aleatoria simple de 840 hombres
es —&, donde 0 es la desviacion tipica de las puntuaciones individuales
de todos los hombres jovenes.

Supongamos que sabemos por experiencia que la desviacién tipica de las
puntuaciones de la poblacién de todos los hombres jévenes es o = 60. La des-
viacion tipica de X sera

(No es muy realista suponer que conocemos ¢. En el préximo capitulo vere-
mos coémo proceder en el caso de que ¢ sea desconocida. De momento, estamos
mads interesados en el razonamiento estadistico que en los detalles de los méto-
dos précticos.)

Si selecciondramos muchas muestras repetidas de tamafio 840 y halldasemos
la puntuaciéon media de cada una de ellas, podrfamos obtener la media ¥ = 272
de la primera muestra, ¥ = 268 de la segunda muestra, ¥ = 273 de la tercera
muestra, etc. Si representdramos de forma grafica la distribucién de estas medias,
obtendriamos la distribucién normal con media igual a la media desconocida de
la poblacién y desviacion tipica igual a 2,1. La inferencia sobre la p desconocida
utiliza esta distribucién de x. La figura 6.1 presenta esta distribucién. Los distin-
tos valores de x aparecen a lo largo del eje de las abscisas de la figura y la curva
normal indica la probabilidad de estos valores.
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Poblacion —MAS n=840 & _ 579
MA! =84 _
p=2 S n=8l0 . 3 _ 268
MAS n=840

c=60 ——— x=273

Distribucién
muestral de ¥

i
(desconocido)

g

<——— Valoresdex ———>

Figura 6.1. Distribucion de la puntuacion media ¥ de la prueba de arit-
mética en la encuesta NAEP, de una muestra aleatoria simple (MAS) de
840 hombres jévenes.

6.2.1 Confianza estadistica

La figura 6.2 es otra representacion de la misma distribucion muestral. Esta figura
ilustra las siguientes ideas:

o Laregla del 68-95-99,7 establece que en un 95% de las muestras X se en-
contrard a menos de dos desviaciones tipicas de la media poblacional .
Por tanto, la media ¥ = 840 de la prueba NAEP se hallard a menos de
4,2 puntos de y, en el 95% de todas las muestras.

e Siempre que X esté situada a menos de 4,2 puntos de la p desconocida, la
media y se halla a menos de 4,2 puntos de la X observada. Esto ocurrird
en el 95% de todas las muestras.

e Por tanto, en el 95% de las muestras, la ;1 desconocida estd entre ¥ — 4,2y
¥ +4,2. La figura 6.3 muestra este hecho de forma grafica.
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Esta conclusién tan sélo expresa de otra manera una caracteristica de la distri-
bucién de *. El lenguaje de la inferencia estadistica utiliza esta caracteristica sobre
lo que ocurriria después de muchas repeticiones para expresar nuestra confianza
en los resultados de cualquier muestra.

Distribucion
muestral de x¥

Probabilidad = 0,95

f f f ~z>
u—42 U u+4.2
(desconocido)

Figura 6.2. En un 95% de las muestras, ¥ se encuentra dentro del intervalo u + 4,2. Por
tanto, p se encuentra también dentro del intervalo 